EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Terminale Spé maths Divers

Exercice 1

1. Soit f{x) = k une fonction constante définie sur R solution de (Ep).
Onadone f' = f soit 0= k.
L'unique fonction constante solution de I'équation différentielle (Ep) est donc la
fonction nulle.

2. Lessolutions de I"équation différentielle (Ey) sont les fonctions de la forme

flx)=Ce* avec CeH.

3. Pourtoutréel rona: h'(x)=-2sin(x)+cos(x).
D'autre part:  h(x) —cos(x) — 3sin{x) = 2cos(x) + sin(x) — cos(x) — 3sin(x) =
cos(x) —2sinix)
d'ol pour tout réel x, h'(x) = h(x) — cos(x) —3sin(x), c'est a dire, h est solution
de I'équation différentielle (E).
4. Supposons que f soit une solution de (E).
Pourtoutréel x ona:
(f=h)(x)= f'(x) = h'(x) = (f —h)'(x) = f(x) — cos(x) —3sin(x) — (h(x) — cos(x) — 3sin(x))
car [ et h sont solutions de (£)
=(f- h (x) = flx)—cos(x) —3sin(x) — h{x)+ cos{x) + 3sin(x)
= (f-h'(x)=fl)-hx) =(f-hx)
Done f - h est solution de (Ep)
Réciprogquement : supposons que [ — h soit solution de [ Ep)
Onadonc (f - h)'(x) = flx) - hi(x) soit f'(x)-h'(x)= flx)-h(x)

D'oir: f'(x) = flx) = hix)+ h'(x) = f(x) = hix) + h(x) — cos(x) - 3sin(x) car h est
solution de (E)

Donc : f'(x) = f(x) —cos(x) —3sin(x) c'est a dire [ est solution de (E).
Conclusion : f est solution de (£) si et seulement si f — h est solution de (Eg).
5. Onadonc f(x)-hix)=Ce*avec CeR
Toutes les solutions de I'équation différentielle (E) sont donc les fonctions
flx)=Ce" +2cos(x) +sin(x) avec Ce i
6. gestsolution de I'équation différentielle (E) donc il existe un réel C tel que
glx) = Ce" + 2cos(x) + sin(x).
De plus g(0) = 0 donc g(0) = Ce® +2cos(0) + sin(0) = 0.
Dol Cx14+2=x140=0=C=-2

Onadonc: glx)=-2e"+2cos(x) +sin(x).

L L
7. Calculons : .‘=f' (—2e" +sin(x) + 2cos(x)) dxzfz glx)dx
0 0
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Jz. -
sz (-2e" +sin(x) + 2cos(x)) dx = [—zex—cns[x}+25in[x}ll;
o

I=-2e% - cns[;—r] +Zsin[;—r} — [—2e" — cos(0) + 2sin(0))

I=-2ef —0+2x1—-(-2-142x0)=-2eT+2+3=-2e%+5

Exercice 2
1 3] 1 36
1. Ona f(x)— =[f(x))° = — -
ftx) E-I‘ﬂ )l 1+5e* 6 (1+5e-%2
] G G{l+5e %) -6 30e* e
— — = = = X
1+5e~* (145e-%)?2 (1+5e-%)2 (1+5e-%)7?

Done f est bien une solution de I'équation (E).
2. » Les solutions de I'équation ' = —y sont les fonctions définies sur R par x —
Ke *avec K e[,
s Lafonction constante x— % est la seule fonction constante solution de I'équa-
tion & résoudre ;

s Les fonctions solutions de 'équation différentielle proposée sont les fonctions
définies par :

x

1
x-—-E+KE‘ avec K € R.

3. a Onadonc: h'(x)=-h(x) +%

g
gl
L'éguation précédente devient :

g'(x) 1 | . 2
_ = — = 4 = gait en multipliant par [g(x)]
(g(x)]*  glx) 6 P parie

Orsihix)= L, alors h'ix) =
glx)

1 1
-g'(x) = —g(x) + Elgu:}l2 = g'lx) = glx) - E|gu}]2 ce qui signifie que la

1
fonction g est une solution de I'équation différentielle y' = y - & ¥

b.
X)) = ——— .
gm(X) 1+6me—*
Puisque m est positif, alors 6me " l'est aussiet 1 + me ™" = 1 = 0, donc finale-
ment g, (x) = 0 quel que soit le réel x. La fonction h,, définie par iy, (x) = 2 ()
m
est donc bien définie sur K.
1 1+6me ™ 1

Or hy(x) = = = =+ me T et on reconnait une solution de

. Em [x) . [i] .ﬁ
I'équation différentielle de la question 2..
On a ensuite vu & la question 3. a. que si la fonction hy, était une solution de

1
y=—y+ & alors g, était elle solution de I'équation y' = y— E}-E.
Exercice 3

1
On considére 'équation différentielle (E): y'+ E}- =20e-1¥,

d'inconnue y, fonction définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; +oal.
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1. Soit g la fonction définie sur l'intervalle [0 ; +oo| par g(x) = ax et

. e . 1 . .
La fonction linéaire i définie par u(x) = —Ex est dérivable sur B et sur cet intervalle

u'(x)= .
-1

La fonction composée g(u(x)) = axe™ est elle aussi dérivable sur [} et sur cet inter-

1 ax
valle, g'(u) = ae™™ + axu' x e = ge~1* 4+ ax x [—Z] e-tr= e'i‘x[a— =

1 _1 axy 1 -L _1
d = x — — — I: X — — — =
Drg[x}+zg(x]_e 1 [a qu]+4:-<axe i e [a + 4] ae 1%,

Donc g est solution de "équation différentielle sur [0 ; +oo[, si sur cet intervalle :
ae~1*=20e-1* e a=20, car quel que soit x réel, e -3 #0.
Lafonction g : x—— 20xe -3x définie sur l'intervalle [0 ; +oo| est une solution particu-
litre de 'équation (£).

2. On considére I'équation différentielle (E"): '+ i y=0,

d'inconnue y, fonction définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; +ool.

1
Léquation (E) peut s’écrire y' = - yeton sait que les solutions de cette équation (E')
sont les fonctions f définies par :
flx)= Ke'i'x, avec K € [R.

3. Lessolutions f del'équation (£) sont telles que pour x € [0 ; +ool,

1
flix)+ Ef{.r] =20e-1* ou d'aprés la question 1. :

fix)+ if{_r] =g'(x)+ %g{x} = fllx)-g'ix)= % [ flx) — g(x)] soit par linéarité de la
dérivation :
(f—g)ix)+ %[( f —gl(x) = 0 : ceci signifie que la fonction f — g est solution de (E')
c'est-a)dire que
flx)—glx) = Ke‘fx = flx)= Ke‘al-" + glx) ouenfin flx) = Ke‘:'x+2[1_re‘§r —
fix)=(20x+ K)e~1%, avec K € [R.
Les snlut:i?ns de (E) sur l'intervalle [0; +oo| sont donc les fonctions f définies par:
flx)=e 1%20x+ K), avec K e .

4, Onaf(0)=8 < (20x0+K)e"=8 — K=8,donc:
flx)=(20x+B)e ¥ =4(5x+2) et~

Exercice 4
1. Affirmation 4 : Vraie. 1l existe une fonction constante solution de 1'équation différen-
tielle (E).
Soit g la fonction constante définie sur B par g(x) = K, avec K € K; alors g'tx] =0.

£ est donc solution de I'équation différentielle si
3 3 3 4
X)==g(x)+2 e= 0==xK+4+2 = =K=-2 = K==,
g (x) & (x) 5 5 T
2. Dans unrepére orthonormé [(] Pny ) ] on note €y la courbe représentative de la fonc-
tion f solution de (E) telle que f{0) =0.
3. Affirmation 5 : Vraie La tangente au point d'abscisse 1 de € a pour coefficient direc-
3
teur 2ez.
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Soit f une solution sur & de I'équation (£), alors :

3 3
flix) = Ef{x] +2.0ronavuque g'ix) = Eg{_r} + 2, d'oil par différence membre &
membre de ces deux égalités :

3 3 3
f’{x}—g'{x}=§f[x}—5g{xl = f'(x)-g'(x)= Elftxl—g{xl} —

3
(f-g)ix) = E( flx)— glx)) par linéarité de la dérivation : ceci signifie que la fonction

3
f—g estsolution del'équation y' = 3 y dont les solutions sont les fonctions x — K e1* ,
avec K £ [,

On adonc f(x)-g(x) = flx) - [—%) = KE%I. avec K e .

4
Finalement les solutions de (E) sont définies sur R par f(x) = Ke 3 3

4 4
En particulier la fonction fi telle que fi(0) = 0 vérifie K e’ - E — K= E donc

4 ;. 4
(x] = =e%¥ — =,
h 3 3
3 if4 4
Puisque f; est une solution de (E), on af{(l] = Ef[l}+2 = 3 Eei‘“ _El +2=

2e% — 242 = 2e?, Le nombre dérivé en 1 est égal 4 la pente de la tangente a la courbe
représentative de f; au point d"abscisse 1.
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