PRINCIPE DU RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

Cours Terminale Spé maths

Objectifs :
e Raisonner par récurrence pour établir une propriété d’une suite.
¢ Recherche de seuils.

1. Sens de variation d’une suite

* Une suite (#, ) est strictement croissante si pour tout entier naturel #, u

f1+1 Zun )

* Une suite (#, ) est strictement décroissante si pour tout entier naturel #,

Uy q <,

H+1

* Une suite (#,) est constante si pour tout entier naturel #, #,,,=u, .

! Une suite (#,) est monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante. /

= Méthode pour déterminer le sens de variation d’une suite

Pour étudier le sens de variation d'une suite (uﬂ), on peut:
e Calculer, pour tout de N, la différence u,,, —u,, puis étudier le signe de cette différence.

e Si tous les termes de la suite (un) sont strictement positifs, on peut calculer le quotient

u . o
111 puis comparer ce quotient a 1.
u

n

U . U L
Si -+ >1, alors (u,) est croissante ; si 2 <1, alors (u,) est décroissante.

u u

n n

Soit (u,) la suite définie pour tout nde N par u, =2"+n.
Cette suite est-elle monotone ?

Uy —th, =(2" +n+1) = (2" +0)=2"" =2 +1=2"x(2-1)+1=2"+1,

Ainsi, u,,—u, >0, cest-a-dire u,, >u,.

n+1l

Par conséquent, la suite (un) est strictement croissante.
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Soit (v,) la suite définie pour tout n de N par v, = 1,01".
Cette suite est-elle monotone ?

Vn+l

n+l
Pour tout 7 de N, 1,01 >0, dott ; L = 10T
v, 101"

Comme 1,01 > 1, alors la suite (v, ) est strictement croissante.

=101""" =1,01.

Exercice @
Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel # par u, =31 -5.
Montrer que la suite (4, ) est croissante.

Exercice @
Soit (uﬂ) la suite définie pour tout entier naturel # supérieur ou égal a 3 par v, = ' —4n+4.

Etudier les variations de (u,).
B corrigé en vidéo

Exercice ©

Soit (uﬂ) la suite définie pour tout entier naturel # non nul par u, = ( 1).
n(n+

Etudier les variations de (u,).

B corrigé en vidéo

Soit f une fonction définie sur [0 ;+oo| .
Soit (u,) la suite définie de fagon explicite par u, = f(#). Alors :
- Si f est croissante sur [0 ;+o[, alors (#,,) est croissante.

- Si f est décroissante sur [0 ;+o[, alors (#, ) est décroissante.

Cette suite est-elle monotone ?

Soit la fonction f, définie et dérivable sur [0 ; +oo , par f(x)=1+x".
La fonction f est croissante sur [O : +oo[.

Par conséquent, la suite (un) est croissante.

5% Remarques : ¢ Cette méthode ne s’applique pas aux suites définies de maniéere

récurrente.
e Les réciproques sont fausses.
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https://www.youtube.com/watch?v=DFz8LDKCw9Y&index=11&list=PLVUDmbpupCaoqExMkHrhYvWi4dHnApgG_
https://www.youtube.com/watch?v=R8a60pQwiOQ&feature=youtu.be

2. Suite majorée, suite minorée

e Une suite (u,,) est majorée s’il existe un réel M tel que, pour tout entier naturel
nou <M.

[

* Une suite (#, ) est minorée s’il existe un réel m tel que, pour tout entier naturel

", u,>m.
\0 Une suite (4, ) est bornée si elle majorée et minorée j

Exercice ®

On considére la suite (u, ) définie pour tout entier naturel # par u, =3 +E .
n

Démontrer que (u,) est bornée.

3. Raisonnement par récurrence

C'est au mathématicien italien Giuseppe Peano (1858 ; 1932) que
I'on attribue le principe du raisonnement par récurrence. Le nom a
probablement été donné par Henri Poincaré (1854 ; 1912).

Le raisonnement par récurrence s’apparente a la théorie des dominos. On considére une file
de dominos espacés réguliérement.
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Le premier 5i le r* domino tombe,
domino tombe. il fait tomber le (n + 1)~
Amorce Propagation

On considére une file illimitée de dominos placés céte a cote. La regle veut que lorsqu'un
domino tombe, alors il fait tomber le domino suivant et ceci a n'importe quel niveau de la file.
Alors, si le premier domino tombe, on est assuré que tous les dominos de la file tombent. .

~

Une propriété est dite héréditaire a partir du rang #, si lorsque pour un entier k
supérieur ou égal a n, la propriété est vraie, alors elle est vraie pour I'entier k+1.

\_ J
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Dans I'exemple, si on suppose qu'un domino (k) tombe alors le domino suivant (& +1)
tombe également.

' )

Si la propriété 2 est :

- vraie au rang n, (Initialisation)

- héréditaire a partir du rang #n, (Hérédité), alors la propriété & est vraie pour tout
entier m supérieur ou égal a n,.

J

Dans I'exemple, le premier domino tombe (initialisation). Ici 7, =1.
L'hérédité est vérifiée (voir plus haut). On en déduit que tous les dominos tombent.

Exercice @
On considére la suite (un) definie pour tout entier naturel # par u,,, =u, +2n+3 et y, =1.

, , . 2
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel #, u, = (n+1) )
S
m corrigé en vidéo

Exercice ®
On considére la suite (vﬂ) definie pour tout entier naturel # par v,,, =2v, =7 et v, =4.

Démontrer que, pour tout entier naturel #, v, =7 —-3x2".

Exercice @

On considére la suite (v, ) définie pour tout entier naturel # par v,,, ==v, +2 et v, =2.
3

Démontrer par récurrence que la suite (vﬂ) est croissante.

Exercice ©

On considére la suite (w, ) définie pour tout entier naturel # par w,,, = lwn +1letw,=1.
2

Démontrer par récurrence que la suite (Wﬂ) est majorée par 2.

Soit un nombre réel a strictement positif.

Pour tout entier naturel n,on a: (1+a)" >1+mna

\_ J

— Initialisation : Comme (1+ a)o =letque 1+0xa=1, alors on a bien %(0) qui est vraie.

— Hérédité : Soit » > 0. Supposons que #(n) est vraie. Alors : (1+ a)” >1+na.

4
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https://www.youtube.com/watch?v=OIUi3MG8efY

(1+a)"" =(1+a)’ x(1+a). Or (1+a)' >1+na, alors (1+a)"" >(1+na)x(1+a).

Dol (1+a)"+121+na+a+na Comme na® >0, alors 1+na+a+na® >1+na+a.
Par suite, (1+ a4 ) >1+a(n+1)
Donc : (1

(1
+ ) >1+ka+a+ka?>1+ka+a, car ka’3 0.
Etdonc: (1+

a) 21+(k +1)a. On en déduit que #(1 + 1) est vraie.

— La propriété est vraie pour # = 0 et héréditaire a partir de ce rang. D'aprés le principe de

récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel #, soit : (1+a)’ =1+ na.

s
E démonstration en vidéo
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https://www.youtube.com/watch?v=H6XJ2tB1_fg

