PRIMITIVES

Objectifs :
o Vérifier qu’une fonction donnée est solution d’une équation différentielle.

e Déterminer les primitives d’une fonction, en reconnaissant la dérivée d’'une
fonction de référence ou une fonction composée.

1. Equation différentielle et primitives d'une fonction continue sur
un intervalle

\
Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une fonction
définie et dérivable sur un intervalle I et qui fait intervenir sa fonction dérivée et
(ou) safonction dérivée seconde. )

différentielle. La fonction y définie sur IR par y(t) =1> pour tout t de IR en est une solution.

Exercice @
Prouver que la fonction f définie sur ]0 ;+ o[ par f(x)=3x”+In(x) est solution de

I'équation différentielle y'(x)=6x + 1
X

S
E correction en vidéo

Exercice 6
Soit 'équation différentielle y'=2xy +4x.

Vérifier que la fonction y définie par y(x) = /eexp(xz) — 2 est une solution sur IR, ceci quel

que soit le réel k.

~

Soit fune fonction continue sur un intervalle I. Une fonction F dérivable sur un

intervalle I et de dérivée ............... est appelée primitive de f sur I. C'est une

solution a I'equation différentielle d'inconnue y, ................

J
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https://www.youtube.com/watch?v=LX8PxR-ScfM

Exercice ©
On considére la fonction g définie sur |0 ;+ o[ par g(x)=xIn(x)—x.

Démontrer que g est une primitive de la fonction In sur ]O P+ oo[ .

Exercice ®
36—296

Soit h la fonction définie sur IR par h(x) = T
+e

On désigne par H la fonction définie sur R par H (x) = —%In(1+ e‘z").

Démontrer que H est une primitive de h sur RR.

2. Propriétés des primitives

Deux primitives d’'une méme fonction continue sur un intervalle difféerent d’une
constante.

.

dérivable sur I. Elle vérifie, pour tout élément x de I :

(RN E— S S S .

Donc G-F=......... surT,ou......... est une fonction constante, c’est-a-dire pour tout

élément x de I, G(x)=......... Fooerer, .

st
E démonstration en vidéo

En effet, soit les fonctions F et G définies sur R” par :
G(x)=l+1 si x>0
F(x)== et i )
G(x)==-1 si x<0

X
Sur chacun des intervalles |- ; O] et |0 ;+oo[ , F et G ont méme fonction dérivée f :

1 - . . .
¥ — —— , mais il n’existe pas de fonction constante C telle que, pour tout x de R,
X

G(x)=F(x)+C.

I ——————
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https://www.youtube.com/watch?v=oloWk2F4bI8

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, xo un nombre réel de I et yo un
nombre réel. Il existe une et une seule primitive de F de f vérifiant F (xy)=y,.

\_

En effet, on a vu que les primitives sont de la forme x - x? + x+C o0 C est un réel.
Comme F(1)=-2, alors 7 +1+C = -2, C'est-a-dire C =-4.

Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet intervalle.

\.

son existence soit assurée par le théoréme précédent.. Par exemple, la fonction x — ¢ ne
possede pas de primitive sous une forme explicite.

3. Calcul de primitives

Ve

C désigne une constante quelconque.

Fonction Primitives Intervalle I
f(x)=k R
(k constante réelle)

f(x)=x"ouneZ -{-1} R’

£(¥)=—7 04
Ll .
f(x)_ x2 R
f(x)=e" R

1 L 100

f(x) = ~ ]0 s [
f(x)=cos(x) R
f(x)=sin(x) R
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Si F et G sont des primitives respectives des fonctions
alors :

LI est une primitive de la fonction f+ gsur I;

\0 pour tout réel &, .......... est une primitive de kf sur I.

~

f et g surunintervalle I

J

Démonstration : Soit x un élément de I. Soit £ un réel.

(2 N ES E— = e = e ;00 e

)

wvveeeeenn. €St UNE primitive de la

. est une primitive de kf sur I.

%< Attention ! : Une primitive d’'un produit ne sera pas obtenue en prenant le produit des

primitives, puisque la dérivée d’un produit n’est pas le produit des dérivées.

Exercice ©
Dans chaque cas, déterminer une primitive F de f.

2 3 1
a) f(x)=—=:b) f(x)=4¢4 :c) f(x)==+—=
) f(x)==5 5B f(v) ) f(x)=2 4

~

S8 O
E‘ correction en vidéo

Exercice @

Pour chacune des fonctions f ci-dessous, donner toutes les primitives de fsurI:

1

a) f(x)=3x>-5x,I=R"; b)f(x) =3x>-— ,I=R . ¢)f(x)=
X

e*+4
3

,I=R

dérivable sur I.

~

C est une constante réelle, I un intervalle de R et u une fonction définie et

Fonction f Primitives Fde f sur I

wu" olnelZ -{-1}

L

ue

r

u

=

u'cos (u)

u'sin(u)
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https://www.youtube.com/watch?v=gxRpmHWnoGQ&list=PLVUDmbpupCaotX5idBCunutFUfZvIQFSs&index=10

Exercice @
Dans chaque cas, déterminer une primitive F de f.

a) f(x)= xe* i b) f (x)=e™"

-
E correction en vidéo

Exercice ©

Pour chacune des fonctions f suivantes, reconnaitre une régle de dérivation permettant de
déterminer ses primitives et en déduire une primitive sur l'intervalle | :

3x

a) f(x)=x*(x*-1° ; I=R b) f(x):\/xz__1 JI=]1; + o

) f(x)=—X— ;I=12;+al d) f(x)=—ex ;T=]0;+ o
X -4 X

e)f(x)=m7x;I=]O;+oo[. ff(x)=e* T=R

Exercice ©

Soit la fonction f définie sur |0 ;+oo[ par f(x)=2¢" +§—5x.
X

Déterminer la primitive de f qui prend la valeur 2¢ en 1.

I ——————
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https://www.youtube.com/watch?v=iiq6eUQee9g&list=PLVUDmbpupCaotX5idBCunutFUfZvIQFSs&index=11

