LIMITES DE SUITES

Objectifs :

e Etablir la convergence d’une suite, ou sa divergence vers + « ou — <.
e Etudier des phénomenes d’évolution modélisables par une suite.

1. Convergence ou divergence d’une suite

Soient la suite (u,) définie par u, =4 et u,,, =0,6u, —1, et la suite (v,) définie par
v, =12"-5.
A l'aide de la calculatrice, représenter graphiquement ces suites ci-dessous.
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On s’intéresse au comportement a I'infini de ces suites, c’est-a-dire quand » tend vers +o .
D’aprés les graphiques précédents, on peut conjecturer que :

+ Si on se fixe n'importe quel nombre «, a partir d’'un certain rang, tous les termes de la suite

(4,) sont sont compris entre ......... et e,
On dit que la suite (#,) a pour limite ..........

« Si on se fixe n'importe quel nombre A, a partir d’'un certain rang, tous les termes de la suite

(v,) sont supérieurs a ..........

On dit que la suite (v,) a pour limite .........
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Soit (#,

) une suite et L un nombre réel.

converge Vers .....

On écrira: limu, =......

H—>+x0

~

Si tout intervalle ouvert contenant [ contient tous les termes de la suite & partir

d'un certain rang, on dit que la suite (#,) a pour limite ....., ou que la suite (u,)
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contenant [ contient tous les termes de la suite sauf un nombre fini d'entre eux.

« Dire qu'une suite converge vers [ revient aussi & dire que son terme général u, est aussi

proche de ! que I'on veut & partir d'un certain rang.

¢ Lorsqu’elle existe cette limite est unique.

A

Soit la suite (u,) définie par: 4, =01 et u,, =2u, (1-u,).
Cette suite converge vers /=0,5.

On veut connaitre a partir de quel entier N la suite est
dans l'intervalle ouvert centré en 0,5 et de rayon 1072,

Le programme ci-contre permet de trouver [N, grace a un
"Tant que".

C.LAINE

1
=— et w, =—=, convergent vers

Qa7

Variables : N : entier L: réel
Entrées et initialisation

01— U
0= N
Traitement

tant que |U —0,5] = 1073

faire
2u(1-U)—u
N+1—=N

fin

Sorties : Afficher N, |U —0,5|



https://www.geogebra.org/m/XFtkkHTk

Soit (u,) une suite.

Si tout intervalle de la forme ]JA ; + o[ contient tous les termes de la suite a partir
d'un certain rang, on dit que la suite (#,) a pour limite .......
On écrira limu, =..........

H—>+0

Si tout intervalle de la forme ]- o ; A[ contient tous les termes de la suite a partir
d'un certain rang, on dit que la suite (u,,) a pour limite - 0.

On écrira limu, =.........
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JA ; + oo contient tous les termes de la suite sauf un nombre fini d'entre eux.

¢ Dire qu'une suite a pour limite + oo revient aussi a dire que son terme général u, est aussi
grand que I'on veut a partir d'un certain rang.

¢ Le mot de convergence n'est utilisé que dans le cas d'une limite finie.

¢ Une suite divergente peut avoir une limite infinie ou ne pas avoir de limite. Par exemple, la
. s . n , ..
suite (u,) définie pour tout entier naturel # par 4, =(-1)" n'a pas de limite.

ﬁ Variables: N : entier U : réel
Entrées et initialisation
4 -2—=U

Soit la suite (u,) définie par : uy, =-2 et u,,, =—u, +1. 0N

_ _ 3 Traitement
On peut montrer que cette suite est croissante et qu’elle tant que LI < 107 faire
diverge vers +oo. 4
On voudrait connaitre a partir de quel entier N, 4, est 3“ +1=U
supérieur a 10°. L N+1=N

n

Sorties : Afficher N, U
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https://www.geogebra.org/m/pw6sZWBR

Exercice ©

. o . 2
(un) est la suite définie pour tout entier naturel non nul par u, = —.
n

Déterminer un entier naturel #, tel que pour tout # >#,, —-0,02 <u, <0,02.

Que peut-on en déduire ?

Exercice @
En utilisant la définition du cours, démontrer que : lim #* = +o.

n—>+0

2. Opérations sur les limites

1) Limite d’'une somme

limu = 0 0 0 400 400
N—+o0
lim Vn = B 400 —00 400 —00
nN—+o0
lim (u, +v,)= F.l.*
N—+o0
* Forme indéterminée : & On ne peut pas prévoir la limite éventuelle.
Exemples :  Déterminer lim (1 + ).
lim n® =..... et lmn=...dou lim(#”+n)=.... (par somme de limites).
H—>+0o Nn—>+0 n—>+o0
. . . 2
e Déterminer lim | 3n+1+—|.
n—>+oo n
. 2 w1 2 .
lim (3n+1)=...... et lim==.... dou lim|3n+1+=|=.... (par somme de limites).
n—>+0 Nn—>+0 i/l Nn—>+o0 ’/Z
2) Limite d’un produit
limu = / >0 |l<o| >0 | <0 | 40 0
N—+o0
limv = ‘ =Fe0 au
Nt N B +00 +00 —00 —00 +00 P
nILer(unV"): F.l.

. 1
Exemple : Déterminer lim (#* +1 [— +1j.
(7 +1)

lim A d'ou lim [ +1j = (par somme de limites)
n—+o [y n—>-+0 \/E
lim n* =...... d'od lim (n*+3)=..... (par somme de limites)
Donc lim (n2 +1)(i +1j = (par produit de limites)

H—>+0 \/E

C.LAINE




3) Limite d’un quotient

limu = B Q B>0 B<0 B>0 2<0 0 +00 +00 —00 —00 _2?]0
Nesico M —00
ou +00 |ou —00 gy 00 |ou —0O
—+00
: ) 0 avec | O avec | O avec | O avec ) ) . .
limv = +00 ou
N>+ U0 ou—o0|v >0|v >0|v <0|v <0 0 |l>0 | l<o|l>0|l<0| 5%
. u
lim 1~ = F.l F.l.
n—+oo \/
Exemple : Déterminer lim ———.
n—+o 1 4 7
lim n* =...... d'od lim (n* +7)=..... (par somme de limites)
n—>+0 n—>+o0
JLrpw(—S) =
Donc lim 2_ = (par quotient de limites)
I’l—>+o0]/l +
4) Méthodes pour lever une indétermination
Exercice ©
, . _ . . ) " +2 . n-6
Déterminer les limites suivantes : lim (n —n+2) o lim ;o lim et
n—>+0 n—>+o 4+ 1 n—>+0 21 + 1
lim (Vr+1-+n).
H—>+00
3. Théorémes de comparaison
\
Soient (#,) et (v,) deux suites définies sur N.
Si, a partir d'un certain rang, #, <v, et lim#, =+, alors limv, =........ :
H—+x0 H—>+0
\_ J
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abscisses des points ©

abscisses des points € et ceux de la
suite (v,) sont données par les

Si (u,) diverge vers +o, alors (v, ) qui

est « au-dessus » a partir du rang 4
divergera obligatoirement vers +o.

Dans le dessin ci-contre, les termes de
la suite (u,) sont données par les




Démonstration : Soit un nombre réel A.

Soient (u,) et (v, ) deux suites définies sur N.
Si, a partir d'un certain rang, v, <#u, et limu, =—o, alors limy, = ... .
\ H—>+wo H—>+0
7
6 .
5 I e
oL, ° Dans le dessin ci-contre, les termes de
I,’y ER G la suite (u,) sont données par les
;2 . \“. kY . .
D8 8 abscisses des points € et ceux de la
pe--- R . .
iy suite (v,) sont données par les
1.-'_1 0o 1 2 3 4 5 & ‘=.‘ 7 \a\\ 9 10 11 12 13 14 abscisses des pointso
s Q \\
5 M Si (4,) diverge vers —wo, alors (v, ) qui
4 N est « en dessous » a partir du rang 7
B R divergera obligatoirement vers +oo .
6 \\\
b "
2

Exercice @
Déterminer lim (n2 + (—1)").

n—+0
ﬁ

Exercice ©
Déterminer lim (n + sin(n)).

n—+0w

corrigé en vidéo

Soient (#,), (v,) et (w,) trois suites définies sur N.
Si, a partir d'un certain rang, #, <v, <w,_, limu, =0 et limw, =0 alors

H—y+o0 H—>+o0

limv, = .

\__
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https://youtu.be/qIBlhdofYFI
https://www.youtube.com/watch?v=iQhh46LupN4&list=PLVUDmbpupCarZdaGUMO7DV35pi1I8zIJZ&index=11&t=0s
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Exercice @

Déterminer lim [1+
n

—>+30

sin(n)].

n
ﬁ corrigé en vidéo
Exercice @

, . __sin(n)
Déterminer lim ——=.
>+ 1 4 1

4. Limite d’une suite géomeétrique

Soit un réel g strictement positif.
eSig>1,alorslimg"=.... .

H—>+o0

e Si g=1,alors lim g" =........ )

H—>+o0

e Si —1<g <1, alors nlim 7
\

Si g <-1, alors lim g" n’existe pas.

(5] démonstration en vidéo
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https://www.geogebra.org/m/eKgXZjHa
https://www.youtube.com/watch?v=OdzYjz_vQbw&list=PLVUDmbpupCarZdaGUMO7DV35pi1I8zIJZ&index=12&t=0s
https://youtu.be/aSBGk_GEEew

(1Y L 1Y
Exemple : Comme O<%<1, alors lim (—j =i . Par suite, lim 7{1] = .

n—>+0 4 3400

Exercice ©
-2 n 2 n
Déterminer : Iimu; lim (2”—3”) et lim 1+E+ 1 +ot 1 )
n—+o 3 N—>+00 H—>+0 2 2 2

(2] corrigés en vidéo

Exercice ©

En 2020, Liam a planté 20 orchidées sous serre pour
approvisionner son magasin. Chaque année, il
estime que 25 % des orchidées existantes ne
fleuriront plus.

Il décide de les éliminer et d’en planter 2 nouvelles
chaque année.

Il voudrait savoir comment va évoluer, a long terme,
le nombre d’orchidées sous la serre.

On note (u,) le nombre d'orchidées I'année 2020 + #
Ainsi, 1, =20.

1) Montrer que, pour tout entier naturel 2, u,,, =0,75u, + 2.
2) Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel # par v, =u, —8.

a) Montrer que (vn) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et

la raison.
b) Exprimer v, en fonction de #.

3) En déduire u, en fonction de .
4) Déterminer la limite de la suite (4, ). Interpréter ce résultat.

5. Théoremes de convergence des suites monotones

- Si une suite croissante est majorée alors elle est ...ccvcviiiiiiiiiiiiiciieinnnn,

- Si une suite décroissante est minorée alors elle eSt vuvecvvereriierrinneriinnenn.

.

limite.
Dans I'exemple ci-dessous, la suite décroissante est minorée par 2. Cela prouve que la limite
de la suite est supérieure a 2 mais n'est pas nécessairement égale a 2.
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https://www.youtube.com/watch?v=XTftGHfnYMw&list=PLVUDmbpupCarZdaGUMO7DV35pi1I8zIJZ&index=13&t=0s

Exercice @

Soit (u4,) la suite définie par 4, =2 et u,,, = %un +2.

1) Montrer que la suite (#,) est majorée par 3.

ﬁ corrigé en vidéo

2) Démontrer que la suite (un) est convergente et déterminer sa limite.

1] corrigé en vidéo

- Si une suite croissante est non majorée alors elle tend vers ............

- Si une suite décroissante est non minorée alors elle tend vers ............

\_ J

Démonstration_de la premiére : Soit un réel A.

ﬁ démonstration en video
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https://www.youtube.com/watch?v=F1u_BVwiW8E&list=PLVUDmbpupCarZdaGUMO7DV35pi1I8zIJZ&index=14&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=gO-MQUlBAfo&list=PLVUDmbpupCarZdaGUMO7DV35pi1I8zIJZ&index=15&t=0s
https://youtu.be/rttQIYOKCRQ

