CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N° 5

Matrices Le 8 février 2024

Exercice 1
1) La courbe € passe par I(2;8,1), donc f(2)=81;on obtientalors ax2®+bx2+c=8,1
, C'est-a-dire 4a+2b+c=8,1.
La courbe € passe par J (10 ; 2,5), donc f(10)=2,5 ; on obtient alors
ax10® +bx10+c=25, c'est-a-dire 1004 +10b+c=2,5.
La courbe € passe par K(20 ; 0), donc f(20)=0 ; on obtient alors ax20° +/x20+c=0,
c’est-a-dire 4004+ 20/ +c=0.
4a+2b+c=8,1

Donc a, b et ¢ sont solutions du systéme (S) 1100a +10b +c=2,5 .
400a+20b+c=0

4 2 1 8,1 a
2) Soit A={100 10 1|,B=|25|et X=|/]|.
400 20 1 0 c
4 2 1 a Axa+2xb+1xc 8,1

AxX =[100 10 1|x|b|=|100xa+10xb+1xc |=|25| daprés la question précédente.
400 20 1 c 400xa+20xb+1xc 0

Donc le systeme (S) est équivalent a I’équation matricielle AX =B avec

4 2 1 8,1 a
A=[100 10 1|,B=|25|et X=|b|.
400 20 1 0 c

3) AX =B équivaut a A*AX = A'B, c'est-a-dire équivauta I,X =A"'B.

Donc AX =B équivaut X =A"B.
Or, en utilisant la calculatrice, et en prenant des arrondis au centiéme preés, on obtient

0,025
X =| -1 |.Parconséquent, pour tout réel x de [0; 20], f(x)=0,025x" —x+10.
10
Exercice 2

1) 20 % des souris du compartiment A passent dans le compartiment B, alors 80 % des
souris du compartiment A restent dans A.
10 % des souris du compartiment B arrivent dans A.

Par suite, ona: 4,,, =0,8a, +0,1b,,.

10 % des souris du compartiment B passent dans le compartiment A, alors 90 % des souris
du compartiment B restent dans B.
20 % des souris du compartiment A arrivent dans B.

Par suite,ona: b, ,=0,2a, +0,9b, .
0,8 0,1

2) A= |
0,2 0,9
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3) Soit #(n) la proposition : « pour tout # de N, U, = A" U, »

— Initialisation : A" Uy = A® U, =1, xU, =U, . Par suite, on a #(0) qui est vraie.
— Hérédité : Soit £ > 0. Supposons que (k) est vraie. Alors : U, = A U, -
U,,=AxU, = Ax A* x U, = A**xU,. On en déduit que P(k + 1) est vraie.

On a alors prouvé :
(0) et pour tout £ supérieur ou égal a 0, (k) = P(k + 1).

— Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
pour tout # supérieur ou égal a 0, #(n) est vraie
C'est-a-dire : pour tout # de N, U, = A" U,.

1+2x0,7" 1-0,7" 1+2x0,7" 1-0,7" 2+0,7"
- -2 %05+ x0,5
HU - 3 3 X(O,SJ: 3 3 | 6
n _ n n 0,5 _ n n _ n
2-2x0,7" 2+0,7 2-2x0,7 ><0’5+2+O,7 0,5 4 -x0,7
3 3 3 3 6
. . 24+0,7" 4-0,7"
On en déeduit que, pour tout entier naturel n, a, = +0 et bﬂ = ((3) .
. . L 2 1 . 4 2
Comme -1<0,7 <1, alors lim 0,7" =0. Par suite, lim a, =E=§ et lim b, :€:§ (par

somme et produit de limites).
On en conclut que la répartition a long terme des souris dans les compartiments est

de % pour le compartiment A et de % pour le compartiment B.

Exercice 3
cos(%j —sin(%j Q _ﬁ
1) La matrice de r est =| 2 2 .
sin(z) cos(zj Q Q
4 4 2 2
ﬁ _Q £x5+ —Q x3
b) (XBJ_ 2 2 X(5]_ 2 2 B 2
%) (N2 2 | \8) 1 2 42
- 5 —x5+—x3
2 2 2 2
Donc B a pour coordonnées (\/5 ; 4J§)
2) Soit M’[ '] 'image du point M[ j par la symétrie par rapport R e U
y y I Ne

a la droite & d’équation y = x. 11t
Alors M’ a pour coordonnées (y ; x). Donc la matrice de s est pa

(o 1]_ d/‘; A

10
X 10 5 1x5+0x3 5

b) | ¢ |= | 22T . Donc C a pour coordonnées (5 ; 3).
X 0 1) (3 0x5+1x3 3
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