MATRICES (PARTIE 2)

Cours Terminale maths expertes

Objectifs :
e Résoudre un systeme linéaire a l'aide d’une matrice.

¢ Représenter des transformations géométriques.
e Déterminer la convergence d’une suite de matrices colonnes.

1. Résolution d’un systeme linéaire

2x+3y=5
~4x+3y=-1"

2 3 5
Onpose:Az[ j,Xz(xj eth[ ]
-4 3 y -1

2 2x+3
Par suite, Ax X = 3 X S I Rl )
-4 3 y —4x +3y

Le systéeme (S) peut donc s’écrire Ax X =B.

Soit A une matrice carrée inversible de taille # et B une matrice colonne a # lignes
Alors le systéeme linéaire d'écriture matricielle Ax X = B admet une unique

solution donnée par la matrice colonne .................
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Exercice
Résoudre les systemes suivants en utilisant le calcul matriciel :

X+3y+z=3 2x+y+z=1
a) {—x-y+z=-9 7 b) {2x -5y -2z=2
-X+2y-2=12 -X+4y+z=-1
Exercice B
1 11 100
On donne les matrices AM1=|{1 -1 1| et/=/0 1 O
4 2 1 0 01
20 10 11
1) Déterminer la matrice A1>. Ondonne AI°=|12 2 9
42 20 21

2) Vérifier que A° = M* +8M +61 .
3) En déduire que A est inversible et que M ™ = %(/VI2 - M- 8]).

4) On cherche a déterminer trois nombres entiers 4, b et ¢ tels que la parabole d’équation
Y= ax® +bx +c passe par les points A(1; 1), B(-1; -1) et C(2; 5).
a) Démontrer que le probléme revient a chercher trois entiers 4, b et ¢ tels que

a 1
M| b |=|-1].
c 5

b) Calculer les nombres a4, b et ¢ et vérifier que ces nombres sont des entiers.

Exercice §
Sx+4y=a

On consideére le systeme :
10x+7y=b

1) A l'aide d’'une résolution matricielle, exprimer x et y en fonction de a et b.
2) Dans un repére du plan, deux droites (¢) et (¢") ont pour équations cartésiennes
respectives 20x +16y =7 et 10x+7y =15.

Déduire de la question précédente les coordonnées de leur point d’intersection.



2. Représenter des transformations géométriques

Dans un repeére (0,1]) on consideére deux points A(x, ;y,) et B(x; ;yg), et

un vecteur #(x, ;y,).
* B est I'image de A par la translation de vecteur u si, et seulement si,
Vs Va Yy,
* B est I'image de A par larotation de centre O et d’angle @ si, et seulement si,
X5 | (cos(@) -sin(0)) (x,
— X .
va) | sin(0) cos(0))(y.
X5 | (cos(@) —sin(0)) (x, ) : :
. =| . X est appelée matrice de rotation de centre O et
B A

. . . . : . ~( 4
1) Déterminer les coordonnées du point B image de A par la translation de vecteur u( 5) .

2) Déterminer les coordonnées du point C image de A par la rotation de centre O et d’angle
T

e

Exercice ll

Pour chacun des cas suivants, déterminer I'opération matricielle associée a la
transformation, puis calculer les coordonnées de I'image demandée.

(2
a) A’estl'image de A(3;7) par la translation de vecteur u[ 3].

. 1 1 . -
b) B’ est 'image de B(E ;—gj par la translation de vecteur v

c) C'est l'image de C(l; \/5) par la rotation de centre O et d’angle % .

1 3

d) D’est 'image de C(—— ; —J par la rotation de centre O et d'angle —%.

Z R
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3. Suites de matrices colonnes

3

. i . 1
e Exemple 1: La suite (U, ) définie pour tout entier naturel » par U, :(ﬂ "

est une suite
3n+5

de matrices colonnes dont les coefficients sont les suites numériques (uﬂ) et (v, ) définies
pour tout entier naturel # par 4, =n> +1 et v, =31n+5.

e Exemple 2 : Soit deux suites numériques (u,) et (v,) définies pour tout entier naturel

umzluﬂ +%vﬂ +0,05
par: u,=0,05, v, =0,95 et 1 :
v, =—u,+=v, +0,05
4 3
11
_ u 4 3 0,05
On pose pour tout entier naturel : U, =| " |, A= 4 3 et C= .
v, 31 0,05
4 3

0,05
Onaalors U, = (0 o5

J et pour tout entier naturel #, la relation matricielle de récurrence :

1u +Ev +0,05
u, 0,05 4" 3" U,
“lv J"loos) 7|3 1 “ly )7V
Vi ’ 20 +2y 4005 | \Vm

n 3 n

U,.=AU,+C.

Eneffet: AU,+C=

NG IOV N TN
Wik Wk

e Exemple 3 : Soit une suite numérique (4, ) définie par: 4, u, et u,,, =3u,,, —2u,.

i u, 0 1
On pose pour tout entier naturel z : U, = et A= > 3/
+1 -

Lll’l

U _ : . .
On a alors U, =[ Oj et pour tout entier naturel 7, la relation matricielle de récurrence :
ul

Un+1 =A Un .

0 1) (u u,, u,,
En effet, AU, = EE il = " =U,,.
-2 3 un+1 —2Llﬂ + 3l/lﬂ+l Z’In+2

Soit une suite de matrices colonnes (Un) de taille p telle que pour tout entier
naturel n, on ait U,,, = AxU, ol A est une matrice carréee de taille p.

\Alors, pour tout entier naturel n,ona: U, =.................. : )

— Initialisation : A° xUy=....xUy =..... . Par suite, on a 2(0) qui est vraie.

— Hérédité : Soit £ > 0. Supposons que P(k) est vraie. Alors : U, = Af xU,.
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U i =i s e On en déduit que P(k + 1) est vraie.

On a alors prouveé :
%(0) et pour tout £ supérieur ou égal a 0, P(k) = P(k + 1).

— Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
pour tout # supérieur ou égal a 0, #(n) est vraie
C’est-a-dire : pour tout # de IN, U, = A" xUj,.

u, =1.

U
U = {:] et d’aprés la propriété précédente, Uy =.................. :

6
5

OF U = :( ............ j X[ ...... j:[ ............ jx[ ...... j:[ ...... j,enutilisantla

calculatrice.

Par conséquent, 4, =...... et ug=......

Exercice

Soient deux suites numériques (4,) et (v,) définies pour tout entier naturel # par : 1, =1,
Uy = 3”11 —Vu

Vo =—1et .
V., =—2U,+2v,

Calculer 4, et v,.
Q corrigé en vidéo

Exercice f§
Soient deux suites numériques (an) et (bﬂ) définies pour tout entier naturel » non nul par :

5 3
ﬂn+1:Ean_Evn
a,=1, b =2 et . e
bo=-3, 45

n+l 2 n 2 n
1) Calculer a, et b, .
2) Déterminer la matrice M telle que, pour tout entier naturel # supérieur ou égal a 2,

dﬂ+l _ M x an
bﬂ+l - bﬂ .
. 1 -1 10
3) Soient Qz[l 1] et Qz[o 4}.

a) Montrer que Q est inversible, et calculer QxDxQ™.
b) Que peut-on dire de cette matrice ?
4) Calculer la matrice Q" pour tout entier naturel #» supérieur ou égal a 1.

5) Exprimer 4, et b, en fonction de #.


https://www.youtube.com/watch?v=62U34Kl4o1I

~

Une suite de matrices colonnes (Un) de taille p congerge vers une matrice L si, et

seulement si, les coefficients de (Un) (qui sont des suites réelles) convergent
vers les coefficients de L correspondants.
\Dans les autres cas, lasuite (U,,) diverge. /

lim (3#+5)=...... et lm (#° +1)=....... Donc la suite (U,) ...coceveveiennns

n—>+0 n—>+%0

Soit une suite de matrices colonnes (U, ) de taille p telle que pour tout entier
naturel n, on ait U,,, = AxU, +C ou A est une matrice carrée de taille p et C une

matrice colonne a p lignes.
Si la suite (Un) converge, alors sa limite L est une matrice colonne vérifiant

\I’éqalité ...... IR . /

Démonstration: limU, =Let IImAU,+C=AL+C.

""""""""""""" =400 —>+o0

Par unicité des limites, on obtient ...... s .

de I'équation matricielle L=AL+C.
Résolvons cette équation : L=AL +C équivauta L-AL=C, soita (/,-A)L=C.

Donc L=AL+C équivauta L=(I,-A)"C.

11 3 1 3 1
Loy 73] [5 3 AN
OrI,-A= |43 4 3 , e, (IZ—A)‘lz 4 3| 3 3
0 1)7|3 17| 3 2 32703,
4 3 4 3 4 3
8 4
- - = 0,05 0,2 0,2
Alors, L=(I,-A)'C=|3 3 |x = . Donc (U,) converge vers L = :
3 3 0,05 3 0,3

Exercice
Soit une suite (Un) de matrices colonnes définies pour tout entier naturel » par

U, ,=AxU,+B avec A 2 05 et B 2
n+1 x 14+ 3 _2 1

Rechercher, si elle existe, la suite (U, ) constante.

S
E‘ corrigé en vidéo


https://www.youtube.com/watch?v=C-2-1yf-O4A&feature=youtu.be

