MATRICES (PARTIE 1)

Cours Terminale maths expertes

Objectifs :
o Effectuer des calculs sur les matrices.

e Calculer I'inverse d’une matrice carrée.
e Calculer les puissances d’une matrice carrée.

Les matrices sont apparues en tant qu'objet mathématique bien apres les
systemes linéaires, apres les déterminants, et aprés les espaces vectoriels.
Elles ont mis longtemps a s'imposer. Cayley et Sylvester qui les ont
intfroduites et étudiées, étaient deux amis, qui ont en commun d'avoir soutenu
les premiéres mathématiciennes a accéder aux études supérieures.

Source : Site Histoires de Mathématiques

1. Notion de matrice

\

Une matrice de taille (ou d’ordre) m x n est un tableau de nombres formé de m

lignes et n colonnes.
Une telle matrice s'écrit sous la forme :

a11 a12 a13 am

a a a .. a
M = 21 22 23 21

anﬂ amz a’m3 anm

Les nombres a; SONt APPEIES IES cumniieiii e

Q note aussi M = (afi' )1<'< 1<i<n /
<i<m : 1<i<n
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J est une matrice d’'ordre ............



https://www.hist-math.fr/recits/cayley.html
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Par exemple : A= — est une matrice carrée d’ordre 2.

* Dans ce dernier cas, lorsque tous les coefficients sont nuls sauf ceux de la diagonale, on

parle de MatriCe ...ocvvvevevevrririeienninnnn.

100
Par exemple: B=|0 3 0| estune matrice diagonale.
0 05

e Lorsque n=1, on parle de matrice .....cecveveerrirnarnnn.

1 .
Par exemple : C = (Oj est une matrice colonne.

e Lorsque m =1, on parle de matrice ......cocvvevurrnrnrnnne

Parexemple: D=(1 O 8 4) estune matrice ligne.

e Lamatrice nulle est la matriCe dONt v.ueeereerireeeerrrriianneerrerannnnnees sont nuls.

* Soit ne IN. On appelle matrice identité (ou unité) d’ordre n, notée 7/, , la matrice

\diaqonale dont tous les termes diagonaux valent .............

J
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Exemples: I, =|0 1 0| estla matrice identité d’ordre ...........
0 01

Exercicefl

Soit A= (aij) la matrice a deux lignes et quatre colonnes telle que a; = 2ij .

1) Préciser la dimension de A.
2) Quelle est la valeur de 4,,.

3) Ecrire la matrice A.

2. Opérations sur les matrices

Soient A et B deux matrices de méme taille.

La somme de A et B est la matrice, notée 4+ B, dont les coefficients sont
obtenus en additionnant deux a deux des coefficients qui ont la méme position
dans A et B.
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Soient A, B et C trois matrices de méme taille.
¢ L ’addition est commutative: A+ B=..................

» L’addition est associative (A+B)+C =.......c.c.cccceeiniien .

\_

Soient A une matrice et k un nombre réel.
La produit de A par le réel k est la matrice, notée kA, dont les coefficients sont
obtenus en multipliant tous les coefficients de A par k.

4 2\ o an e e
Exemple : A=( 5 1] d’ou B=—2A={ j

C. Lainé



Soient A une matrice carrée de taille # et B une matrice colonne a n lignes

telles que :
a, a, a, .. a, b,
a a a " | b
A — 21 22 23 2n et B — 2
a, a, a, .. Aa,, b,

Le produit de la matrice carrée A par la matrice colonne B est la matrice
colonne an lignes, notée A x B est égale a :
a,xb +a,xb,+a,xb,+..+a,xb,

PR a,xb +a,, xb,+a,,xb,+..+a,,xb,

a,xb +a,,xb,+a,,xb,+..+a, xb,

4 2 7Y (s i) (el
_I_E_)_(_t_a_mp_le_:SoientAz(5 J eth[ 1].Alors AxB:( ]:[ j

Soit A une matrice colonne a # colonnes et B une matrice carrée de taille # telles
bll blZ b13 bln

b21 b22 b23 b2n

que: A=(a, a, a, .. a,)etB= . Alors A x B est

bnl an bn3 bnn
\égalea:(alxb11+...+anxbnl a,xb,+..+a,xb,, .. axb,+.+a,xb,,) /

3 2
Exemple : Soient A=(2 7) et Bz(l j

C. Lainé



dont les colonnes correspondent au produit de la matrice A par chaque
colonne de la matrice B.

B : i lignes p colonnes
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Soient A et B deux matrices. Le produit de A et B est la matrice, notée A x B,

Soient A, B et C trois matrices carrées de méme taille et un réel k.

a) Associativité : (AX B) X C = ciiiiiiiiiieiiinieinrennecennnenns

C) (kA)B = A(KB) = cuvvveevreerereeeneenns

\_

b) Distributivité : AX (B+C) = tvvviiiniiinnrennnens et (A+B)XC = iiiiiiiiiennnennns




A" = Ax Ax...xA.
T FEAE

n fois

Par convention, A° =1 .

\_

Soient A une matrice carrée et # un entier naturel non nul.
La puissance n-ieme de de A, notée A" , est la matrice définie par :

Exercice B

L . 3 -6 1 6 _
On considére les matrices A= 1 et B= 13 . Effectuer les calculs suivants :

a) A+B ;b)—%A+§B 0) AxB  :d) BxA :e) A%,

a4 j( e -

o

Exercice g
4 7 -1 0 2
On considére les matrices A= et B= :
2 1 3 4 -3
1) Expliquer pourquoi le produit matriciel est bien définie.
- 17 28 -13
2) Vérifier que AxB = :
1 4 1
Exercice ll
Effectuer les opérations suivantes :
2 1 -2 -1 2 1 4
a) (1 -1 4)x|3]|;b Tk =350 (-2 3)x
) ( ) )(3 4 Oj ) ( )(—52
5 -5
Exercice f§
12 -1 1 0 O
Soient A={2 0 3|etB=|-2 1 3]|.Calculer AxBetBxA.
0 4 -5 -4 -5 2
Exercice f§
. -1 1 > . P 3
1) Soit A= 5 5l Montrer que A° =4A, puis en déduire A’.
, 5 -1 ) . o 3
2) Soit B = 10 2 . Montrer que B* =3B, puis en déduire B”.
; -4 6 2 ; A1 5
3) Soit C = > 3 Montrer que C° =-C, puis en déduire C°.

-6—

3 2
4 3

M

-1 5

9

—6

|




= Méthode pour effectuer des calculs sur les matrices a I’aide d’une TI

2] méthode en vidéo

3. Matrice inverse

Soit Aune matrice de taillen.Ona: Axl,=1,xA=...

n

.

U AT 2)1—(1:::::::::::::::::::::::: S

AxB=BxA=1,, alors on dit que A est

\de la fagcon suivante : B= A™ .

Soit A une matrice de taille n. S’il existe une matrice B de taille n telle que

... et on note la matrice B

3 -1 0,2 0,2
Exemple : SoientAz(2 j et B =( ] alors

AxB = 3 - y 0,2 02 [
2 1 0,4 0,6) virivriiiniiiennn,

DoncAetB sont .......cooovvviiiiiiininnnn, 'une de l'autre.

\

. b . . . .

Soit A= A . A estinversible si, et seulement Si, ......ocovevneennnn. #0.
C
\ J
) . . b — ,
Démonstration : Soient A= et B= D’ou
c d — a
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https://www.youtube.com/watch?v=8c4WDe1PSZk&feature=youtu.be

Soit At =|“ b . On doit obtenir : Ax A™ = 02 x| b =1, = 10 .
¢ d 1 2) \c d 01

............ =1 C= s
Lo veeeinenn. =0 oo A=iiiiennnn.
On en déduit que A c’est-a-dire g
............ =1 b=
Par conséquent, A~ :( """""" ]
E corrigé en vidéo
Exercice [
. 4 10 . . , . a
1) Soit A= 1 3] Montrer que A est inversible et déterminer A™.
. _1 0 . . , . -1
2) Soit B = » 3" Montrer que B est inversible et déterminer B™.
_ 2 3 . . ; . 4
3) Soit C = 15) Montrer que C est inversible et déterminerC ™.
Exercice f§
12 3 1 -2 -5
Soient A=|0 1 -1|etB=l0 1 1 |.Montrerque B estlinverse de A.
0 0 1 0 0 1
Exercice §
11
Onpose: A= .
0 2

1) Calculer A%, A% et A*.
2) Conjecturer I'expression de A" pour tout entier naturel » non nul.
3) Démontrer votre conjecture en utilisant un raisonnement par récurrence.

-8-—


https://www.youtube.com/watch?v=4QMzwWY6T7g&feature=youtu.be

Exercice

N . 4 1
On considére la matrice Az(3 2}.

1) Calculer 6A— A*.
2) En déduire que la matrice A est inversible et donner sa matrice inverse.

Exercice
Une entreprise fabrique et vend des paquets A, B et C d’un kilogramme de café moulu.

* Un paquet A contient 70% d’arabica et 30% de robusta.
* Un paquet B contient 50% d’arabica et 50% de robusta.
* Un paquet C contient 80% d’arabica et 20% de robusta.

Il y a en stock 150 kg d’arabica et 100 kg de robusta.

1) Ecrire une matrice M de taille 2x3 donnant les quantités (en kilogrammes) d’arabica et
de robusta présentes dans les paquets A, B et C.
2) Un certain jour, I'entreprise fabrique 25 paquets A, 40 paquets B et 35 paquets C.

a) Ecrire la matrice colonne X de sa fabrication.

b) Calculer la matrice M x X et interpréter ses coefficients.
3) Calculer la matrice colonne S’, donnant I'état du stock d’arabica et de robusta a la fin de
cette journée. Interpréter les coefficients.

Exercice
Soit M une matrice carrée d’ordre #. (n est un entier naturel non nul)

On dit que la matrice M est nilpotente s'il existe un entier non nul p tel que M’ est la matrice
nulle d’ordre n.

00 0 1
1) Soient A= et B= .
10 00

a) Montrer que A et B sont des matrices nilpotentes.

b) Calculer la matrice S = A+ B, et, montrer que cette matrice S n’est pas nilpotente.

c¢) Calculer la matrice P = Ax B, et, montrer que cette matrice P n’est pas nilpotente.
2) Soit N une matrice carrée d’ordre 2 telle que N? soit la matrice nulle d’ordre 2.

a) Calculer le produit (I, + N)(I, —N) ou 1, est la matrice identité d’ordre 2.

b) En déduire que la matrice |, — N est inversible et déterminer son inverse.

Ly . 1 0 , L 1 -1
¢) En déduire la matrice inverse de 1 , puis la matrice inverse de 0 1)’



