LES NOMBRES COMPLEXES : POINT DE VUE GEOMETRIQUE

Cours Terminale maths expertes

Objectifs :

e Déterminer le module et les arguments d’'un nombre complexe.
e Représenter un nombre complexe par un point. Déterminer I'affixe d'un
point.

Dans toute la suite de ce chapitre, le plan & est rapporté a un repére orthonormé direct
(O ; Zz, 5).

1. Représentation géométrique

* L’affixe d’un point M de coordonnées (a ; b) est le nombre complexe

» L’affixe d’un vecteur w de coordonnées (a ; b) est le nombre complexe
Z = iieenrerane :

M=)

) i ” - : /

Placer dans le plan complexe 2, les points M,
les points d'affixes z, :

H=l420 5 n =240 5 zm=-led T
z,=-3i et z,=3/ -2 ' Lo
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¢ Le point M d’affixe z est usuellement noté : M(2).
¢ | 'axe des abscisses est aussi appelé axe des réels.

L’axe des ordonnées est appelé axe des imaginaires purs.
¢ On dit que le point M est I'image du nombre complexe z dans le plan complexe #.

e Soit M un point d’affixe z=a+ib.

Le point N d’affixe z, conjugué de z, est le symétrique de M par rapport

My(—z)

Exercice
Soit (O ; 1, J) un repére orthonormé.

1) Déterminer I'affixe des points O, | et J.

2) Tracer ce repére et placer le point A d’affixe —1+ 2/ et un vecteur w d'affixe 2.

Exercice
On consideére le graphique ci-contre.
1) Déterminer I'affixe des points A, B, C et D.
2) Déterminer I'affixe des vecteurs AB et
CD.
3) Placer les points E, Fet G tels z. =-2-1,
zp =-3 et z; =41.

Exercice
On considére le nombre complexe z=2+1.

M=)

0

h 4

D

Dans un repére orthonormé (O 1, Tz), placer : A(z) ; B(-2) ; C(Z) ; D(z-3) et

E(z-3i).
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Soient w et w' deux vecteurs d’affixes respectives z et z’, et k un nombre réel.

o L’affixe du vecteur w + w’ est z+ z'.
e L’affixe du vecteur k& w est kz.

base (u, v) .

e Le vecteur kw a pour coordonnées (ka ; kb) et donc pour affixe : ka+ kbi = k(a+bi)=kz.

o w+w' apour coordonnées (a+d' ;b+b'): (a+a)+i(b+b)=a+ib+d +ib'=z+2".

~

Soit A et B deux points du plan complexe d’affixes respectives za et z5.

o L’affixe du vecteur AB, noté z,_, st 2, =...ccoceuueen. .

AB’

« L’affixe du milieu du segment [AB] est

\ ........... . /

AB=..... Foeen, = e, S , donc I'affixe de AB €St Z =..ccccooevreennes .

« Soit I le milieu de [AB], appelons z; son affixe. OI = i( ......... e ) donc:
2

Exercice }]

Soient trois points A, B et C d’affixes respectives z, =1-3/, z, =21 et z. =3.
1) Déterminer les affixes des vecteurs AB, AC et BC.

2) Déterminer I'affixe du point I milieu de [AB].

3) Déterminer I'affixe du point D tel que AD =3AB .

Exercice f§
On consideére les points A(-2+3i), B(2+47), C(5+3/), D(1+2i) et E(-7).

1) Démontrer que le quadrilatére ABCD est un parallélogramme. Calculer I'affixe de son
centre.
2) Les points C, D et E sont-ils alignés ?

ﬁ corrigé en vidéo
Exercice f§
On considére les points A(1+7), B(2-3/) et D(-2—1).

3
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https://www.youtube.com/watch?v=m9yM6kw1ZzU

1) Déterminer I'affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.
2) Déterminer I'affixe de E centre du parallélogramme.

2. Module et argument d’'un nombre complexe

Pour tout nombre complexe z d’image M dans le plan complexe, on appelle
module de z le nombre réel positif, noté |z|, défini par : |z|=........ .

Le module du nombre complexe z=a+ib est: |z|=............ : )

\_

Axe des imaginaires
3]
5 |b M(a + ib)
Qe
1] E
o |2 = Va* + b2
0 _ ia Axe des réels
0 w1 2 3 4 5 6

. |z|2 = s o |2z =

esi 2/ 20, o == e Si n est un entier naturel non nul, ‘z”‘ =S
\ ...... /
Démonstrations : ¢ Soit z=a+{b. Alors 2Z = . ; par suite, ‘z;_z‘ = =
eSoient z=a+ib et 2/ =a' +10'. z2xZ =.covviiiiiiiieieee e
D'OU |25 2| = Voo N AT ——
AINS 2% 2| = Voo
Or|z|><|z’|=J ............... S N .
Par conséquent, [z x 2| =..............
* On procede par récurrence.
— Initialisation pour n=2 : ‘zz‘ R TTI =i = , d’aprés la propriété du produit.

4
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— Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k£ supérieur ou égal a 2 tel que la propriété soit

k+1 —

vraie : ‘zk"‘ =|z|k . Alors ‘z

On en déduit que la propriété est vraie au rang k£ +1.

— Conclusion : La propriété est vraie pour # =1 et héréditaire a partir de ce rang. D'apres le
principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel #, soit : [z"| = |z|™.

Exercice [
_ 1 . -3i
Calculer : ‘\/§+z‘ -3 ———-
(V2+i)
ﬁ corrigé en vidéo
i )

Soit A et B deux points du plan complexe d’affixes respectives zx et zg.

Exercice f§
Dans un repére orthonormé (O U, \7) , on considére les points A(3—/), B(-2/) et
C(2+2).

1) Déterminer les distances AB, AC et BC.
2) Que peut-on en déduire concernant la nature du triangle ABC ?

Exercice f§
Dans un repére orthonormé (O ; Zz, \7) , déterminer 'ensemble des points M d’affixe z tels

que:a)l|z|=18 ;b)[z+2-i=4 ;c)|z-3-i|=|z+5-2] ;d)|z|=}.

Soit z un nombre complexe non nul et M son image dans le plan complexe.

On appelle argument de z, noté ............ , une mesure de l'angle .................... .

J

Axe des imaginaires

0 arg(z) Axe des réels
0o w1 2 3 4 5 6
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https://www.youtube.com/watch?v=i85d2fKv34w

de z alors pour tout k£ de Z, 6+ 2kz est aussi un argument de z. On écrit: arg(z)=6 [27]
ou arg(z)=6 modulo 27 .

¢ Le nombre complexe 0 n’a pas d’argument. En effet, dans ce cas, I'angle (Z/ : (W) n’est
pas défini.

Exemple : Soit z=1+/. Alors arg(z) = (Zz , (W) =

NG

Exercice

1) Déterminer un argument de chaque affixe
des points A, B et C.

2) Placer les points D et E d’affixes respectives A
z, et z; telles que : C/f\\

Sz =2 et arg(zD):_%” [27]

> |z| =3 et arg(z,) = 2 [24]

S
E corrigés en vidéo

Soit z un nombre complexe non nul :

e z est un réel si, et seulement si, arg(z)=...... [onnee]
e z est un imaginaire pur si, et seulement si, arg(z)=...... [.oe]
. arg(_)= ................

e Le point M d'affixe z appartient a I'axe des ordonnées.
e Soit M un point distinct de O, d’affixe z. On note ¢ un argument de z.

Le symétrique N de M par rapport a I'axe des abscisses a pour affixe z d’'argument ......
Un argument de I'affixe de Q, symétrique de M par rapporta O, est ..............
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https://www.youtube.com/watch?v=NX3pzPL2gwc

Q(-2) NEZ)

Exercice
. V4
Soit z un nombre complexe dont un argument est 2

1) Déterminer un argument de z.
2) En déduire un argument de —z et de z.

Soient z =a+ib un nombre complexe non nul, et & un argument de z.

On aalors : a=|z|cos(8) et b=|z|sin(8).

.

b= |z]sin® M(z)

________________

|
|
|
|
|
v # = arg(z) !
|

— : :
o i a=|2|cosf

On calcule |z] : |z|= (\/§)2 +12 =4=2.

On peut donc écrire que : Z E + 1z’ .
|2 2 2
cosd = ﬁ -
Par suite, un argument 6 de z est tel que 2 On en déduit que 4 = s [27r].
sinH:E
2

Exercice
Déterminer un argument des nombres complexes suivants :

a) z,=\3-7 ;b) z,=3+3i ;) z,=—2 ; d) z, =2023 ; €) zszgi )z =B +1;

g) Z; :\/§+i\/€-
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| N

Soient z et z” deux nombres complexes non nuls et # entier naturel.

R (0] 622320 DR [27]
V0] o e — [27]
eSi 2/#0, arg[%j S rreeeneeenererensaas [27]

Ci z'#0, arg (gj S e eserenns [27] /

Exercice

1) a) Déeterminer un argument des nombres complexes z, = J3+i et z,=-1-1.
A z
b) En déduire un argument de z x z,, —* et z°.
Z2

N . . , . Z
2) On considere les complexes z, = ~1+i/3 et z, =1+ 1. Déterminer un argument de = .
Z4
3) On considére le complexe z, =5—5;. Déterminer un argument de z,°*.

4) a) Déterminer un argument de z, =4 —4i/3.

Ly 1
b) En déduire un argument de — et z,'*®.
z

6
5) a) Déterminer un argument de z, = —2J3-2i.
b) En déduire que z,° est un imaginaire pur.

3. Forme trigonométrique d’'un nombre complexe

( )

Soit z un nombre complexe non nul d’argument 6.

L’écriture |z|(cos (6)+7sin(8)) est aPPEIEE ...ovevrurururuiiriiiiiisieiee de z.

- J

Exemple : ﬁ[cos(%)ﬂsin(%n est la forme trigonométrique de z=1+7.
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Exercice

A l'aide du graphique ci-contre, déterminer la forme B by
trigonométrique des affixes des points A, B et C. '
A
3 (= X
i /‘{ :
C
Exercice
Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique :
a) z,=3(cos(z)+isin(z)) ;b)z,= ﬁ(cos(—%) + z'sin(—%D :
E corrigés en vidéo
Exercice
Ecrire les nombres complexes suivants sous forme trigonométrique :
a) z,=7;b) z,=4i ;c) z,=3+i ;d) z, :%+%i.
Exercice
A I'aide du graphique ci-contre, déterminer la forme Ay
trigonométrique des affixes des points A, B, C et D. b 3T
+—f21 +
v X

Exercice

Déterminer la forme trigonométrique de % , de (1+z’)4 et de (1+z')(\/§+z').
i
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https://www.youtube.com/watch?v=kmb3-hNiBq8

~

Soient A, B, C et D quatre points du plan complexe d’affixes respectives z,, z;,

Z. €t z,.
° (;1 , E)= .................... [27[]
S (= Jelo) ER—— [27] (siA%B)

)

. arg[MJ:arg(zD —zc)-arg(zg —z,) [2;z]:(21 : (f)—([{ : E) [27]

2g T Zp

D'ou arg[ﬂjz(z,,@)+(ﬁ,a) [27]=(AB, CD) [27]

2g ~Zp

e Les trois points A, B et C d'affixes respectives z,, z, et z., avec A et B distincts, sont

S . Zp — Zc .
alignés si et seulement si —— est un reel .
Zp T Zp

e Les vecteurs non nuls AB et AC sont orthogonaux si et seulement si
Zp — Z¢ . oo

———= est un nombre imaginaire pur non nul .

Zg ~ Zp

Exercice
Soient A, B et C trois points d'affixes respectives z, =-2-1, z, =1-2i et z, =-1+21.
Démontrer que le triangle ABC est isocéle et rectangle en A.

e
E corrigé en vidéo

Exercice
1) Soient A, B, C et D les points d’affixes respectives z, =3+2/, z, =1-7, z. =-2+1 et

zy =-1+ 3 Montrer que les droites (AB) et (CD) sont paralléles.
2

2) Soient E, F, G et H les points d’affixes respectives z. =4+2i, z. =2+, z,=2+21 et
z,, = 3. Montrer que les droites (EF) et (GH) sont perpendiculaires.

Exercice

Soient A, B, C et D les points d’affixes respectives z, =5, z;, =2+1, 2. =3+41 et
z, =6+31.

a) Montrer que les droites (AB) et (CD) sont paralléles.

b) Déterminer I'affixe du point I milieu de [AC].

¢) Montrer que B, I et D sont alignés.
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https://www.youtube.com/watch?v=NjLZfbqRFB0

Exercice

. . e . . 1+
On considere la suite (z,) définie par z, =4/, et pour tout entier naturel , z,,, = =——=xz2

2o
On note M, le point d’affixe z,. Démontrer que tous les points M, appartiennent & un méme
cercle de centre O dont on déterminera le rayon.

Exercice
Soit M un point d’affixe z.

Déterminer 'ensemble des points M tels que arg(z-2+i)== [2x].

T
4
S

ﬁ corrigé en vidéo

4. Ensemble U des nombres complexes de module 1

Soit z=a+1b un nombre complexe appartenant a U.

Onaalors a’>+b*=.......

Exercice
Soit z et z' deux nombres complexes appartenant a U.

. 1 . R . .
Démontrer que zz' et — appartiennent a U, c’est-a-dire que U est stable par produit et
y4

passage a linverse.

RS
ﬁ corrigé en vidéo
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https://www.youtube.com/watch?v=r6RO4ifOf70
https://www.youtube.com/watch?v=XTNKoNfFopw

