DIVISIBILITE ET CONGRUENCES

Cours Terminale maths expertes

Objectifs :
e Déterminer les diviseurs d’un entier.

e Résoudre une congruence ax = b [n].
o Etablir et utiliser des tests de divisibilité.

1. Divisibilité dans Z

Soient a et b deux entiers. On dit que a divise b si, et seulement s’il existe un
................ tel que ................ On dit aussi que a est un diviseur de b.

On dit encore que b est un multiple de a.
(z divise b s’écrit a\b .

J

est un multiple de 6.
e —8 estundiviseurde 72, Car .......cccueeiiiiiiinnns

* Pour tout entier relatif £, 7622, alors donC 7 .....oovveeieeiiannnn.. de 22.

* 0 ne divise aucun nombre sauf lui-méme !
* Tout nombre divise 0.

équivalences suivantes : « 4 est multiple de / » équivaut a « / est diviseur de a »

équivaut a « il existe 4 entier tel que a = bg ».

4 N
°...... divisea et ...... divise a pour tout entier a.
e Si a divise b et b divise c, alors a divise ...... ; on dit que larelation de

divisibilité est transitive.

On peut aussi énoncer : si b est un multiple de a et si ¢ est un multiple de b,
alors c est un multiple de a.

e Si a divise b et m est entier, alors a divise ............

e Si a divise b et a divise c, alors a diviSe ...ccvcveveennn.. ,0U m et n sont des

Qtiers quelconques.

~




Démonstrations :

e Sia divise / et b divise ¢, alors il existe des entiers k et k' tels que b=ka et c=Fk'b.
Onendéduit c=............ = e, .Comme k’kestun.............. en tant que produit de
deux entiers, on en déduit que ...... divise c.

e Sia divise /, alors il existe un entier £ tel que b =ka .

Alors, mb=............. = e, , soit a divise ......... ,carmbk estun ........o........

e Sia divise U et a divise ¢, alors il existe des entiers k et kb’ tels que b =ka et c=Fk'a.
DoNnc mb+nc=.....ccoouveeeeunnn... = e . Le nombre mk+nk'estun ................

comme somme de produit d’entiers, donc a divise .......................

Exercice
Démontrer que, pour tout entier relatif 7, le nombre 6#+5 n’est pas divisible par 3.

e
E corrigé en vidéo

Exercice
Déterminer les entiers relatifs # tels que 2n#+5 divise n—1.

e
E corrigé en vidéo

Exercice
Déterminer les nombres entiers naturels # tels que # divise n+3.

Exercice }]
Déterminer les nombres entiers naturels # tels que 2# -5 divise 6.

Exercice
Déterminer les entiers x et y tels que x* —y? =9.

Exercice f§
Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel #, 4" —1 est divisible par 3.

2. Division euclidienne

Soit a un entier naturel non nul, il existe un unique entier g et un unique entier r

telsque @ =.....coo....... ,avec 0<r<b.

\_



https://www.youtube.com/watch?v=z-CtTbP3RYA
https://www.youtube.com/watch?v=JGJ0VJV2Zgo&feature=youtu.be

Démonstration :  Existence

On considére les multiplesde ¥ : ...,-kb,- (k- 1)b, ...,-2b,-b,0,b, 20, ..., kb, (k+ 1)b, ...
avec k entier naturel non nul.

— Sia un multiple de # dans Z, a est un élément de la liste ci-dessus et il existe un entier
relatif g telque :a =bg  (1).

— Sia n'est pas un multiple de / dans Z, il existe des multiples de / inférieurs a a et
d’autres supérieurs a a. Soit b4 le multiple de & immédiatement inférieur a a, on peut écrire :
bg<a<b@+1) (2.

On réunit les cas (1) et (2) en un seul par la double inégalité : bg <a < b(g + 1).

La double inégalité bg <a < b(g + 1) équivauta 0<a —bg <b.

Posons r =a — bg, on obtienta =b.q +r avec 0<r<b .

¢ Unicité

Démontrons que I'écriture obtenue est unique.

Supposons qu’il existe 4 et r d’'une part, 4" et r’ d’autre part tels que : a =b.g +r (3) avec
O<r<beta=bg'+r (4 avec 0<r' <V.

Supposons de plus, par exemple, qur +* > r. Des relations (3) et (4), on déduit que
r'=r=b.g" -q) (5)

La relation (5) et r’ > r signifie que +" — r est un multiple non nul de 4. Or, c’est impossible
puisque 0<r <t <b ; par suite, r' — r est nécessairement nul doncr'=retg’ =g

\

Soient a un entier relatif et b un entier naturel non nul.
e Effectuer la division euclidienne de a par b, c’est déterminer g et r tels que :

A= avec 0<r<b.

e Les entiers a, b, g et ¥ sont appelés respectivement ..........ceuueee, B ,

\.. ................ O . de la division euclidienne. /

Exemples : e 65x22 <1473 <65x23 . Ona: 1473 =65x22 +43.

® 65x(—23) <1473 <65%x(-22). Ona: -1473 =65x(-23)+22.

* Si le reste est nul, le nombre a est multiple de / et g s’appelle alors quotient exact de a
par b.

\

e b divise a si, et seulement si, le reste de la division euclidienne de a par b est

e On peut étendre le théoréme au cas ol a est un entier et b entier non nul :

il existe un unique entier g et un unique entier r tels que a=................. , avec

\03r<|b|. /




Exercice
Déterminer le quotient et le reste de la division de —5 000 par 17.

SS
E corrigé en vidéo

Exercice f§

1) Déterminer a la main (comme a I'’école primaire) la division euclidienne de 94 837 par 23.
2) En utilisant des instruction Python, déterminer la division euclidienne 598 578 641 par

91 875.

Pour deux entiers a et :

"a « allb renvoie le quotient de la division euclidienne de 4 par / (a ne pas confondre
\_, avec alb, qui renvoie le résultat de la division décimale de a par /) ;

* 4%/ renvoie le reste de la division euclidienne de a par b.

Exercice §

Déterminer le quotient et le reste de la division de 5#+11 par 2#+ 3, ol # est un entier
naturel.

E corrigé en vidéo

Exercice

Le reste de la division euclidienne de 557 par I'entier naturel / est 89.
Déterminer les valeurs possibles de / et du quotient.

Exercice

La différence entre deux entiers naturels est 538. Si on divise I'un par l'autre, le quotient est
13 et le reste 34. Quels sont ces deux entiers ?

Exercice

Le quotient et le reste de la division euclidienne de 4 par / sont respectivement égaux a 5 et
4. Le quotient et le reste de la division euclidienne de a4+ 65 par / sont respectivement
égaux a 14 et 6. Déterminer 4 et b.

~

Soit un entier naturel b tel que b>2.
Alors, tout entier n s’écrit sous ’'une des formes suivantes :

...... OU .evvevvens. OU wiveiienienen. OU et OU wieeieaneeeeeeen., OU g €St UN entier relatif.

(nombres impairs), avec k entier.

¢ Tout nombre entier s’écrit de la forme ......... ou......... ou......... , avec k entier.


https://www.youtube.com/watch?v=bwS45UeOZrg&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=fv5uhr8JP3U

Exercice
Démontrer que, pour tout entier naturel #, 1(n+5)(n—5) est divisible par 3.

e
E corrigé en vidéo

Exercice
Montrer que tout entier » non divisible par 5 a un carré de la forme : 5p+1 ou 5p -1 (avec p
entier).

Exercice

On cherche a déterminer 'ensemble des nombres entiers # tels que 7> —3n+ 6 soit divisible
par 5.

1) Montrer cela revient a déterminer 'ensemble des entiers # tels que #° —3#n +1 soit
divisible par 5.

2) En déduire que le reste de la division euclidienne de n(n —3) par 5 doit étre égal a 4.

3) Compléter le tableau suivant et conclure.

Reste de la Reste de la Produi Restg Qe la
division L3 division rdo uit division
" euclidienne de # euclidienne de resetzs euclidienne de
par 5 n—3 par5 n(n-3) par5
5k
5k +1
5k +2
5k +3
5k +4

Exercice

Compléter la fonction Python ci-dessous qui détermine, pour un entier naturel #, la liste
ordonnée de ses diviseurs naturels.

Algorithme en pseudo-code Codage en Python

Saisir un entier naturel n 1 def liste_des_diviseurs(n)

1—[1;n] 2 1=[1,n]

Pour 4 allantde 2 an — 1 3 for d in range(2,n) :

Si. 4 i :
On ajoute d dans la liste 1 5 1+=[d]

Renvoyer la liste 1 rangée dans l'ordre croissant | | 6 return(sorted(1))
3. Congruences dans Z
Lorsque la trotteuse d’'une montre a aiguilles réalise un tour de ...... secondes, elle revient a
son point de départ. Elle a effectué un cycle de ...... secondes. On ne peut pas pour autant

dire que 60 est égal a 0 !!!

On dira que « 60 est congru & 0 modulo 60 » et on note : 60 = 0 mod 60 ou 60 = 0 (60) ou
60 = 0 [60].


https://www.youtube.com/watch?v=AEkdYp0Dqso&feature=youtu.be

De méme imaginons que nous sommes au mois d’avril, soit au 4éme mois de I'année.

Pour savoir a quel mois nous serons dans 18 mois, on prendra en compte qu’une année
correspond a un cycle de ...... mois. Tous les ...... Mois on revient au mois initial.

Si on ajoute 18 mois au 4eme mois de I'année, on devrait se trouver au ...... eme mois de
'année mais dans un cycle de ...... mois,ona:12=0mod 120u12=0(12) ou 12 =0 [12].
Etdonc22=...... [12] ; 18 mois aprés le mois d’avril, on se retrouve donc au ...... eme mois

de 'année suivante soit au mois d’octobre.

Exercice
Quel jour de la semaine sommes-nous 50 jours aprés le lundi de Paques ?

Soit # un naturel non nul. On dit que a et b sont congrus modulo # si, et

seulement si, a et b ont méme ............... dans la division euclidienne par n.
\On note:a = b [n] , ou bien a = b (modulo n), ou bien a = b (n). )

De méme: 25 = ...... [11].

Soient a et b deux entiers et # un naturel non nul.
a et b sont congrus modulo # si, et seulement si, a—b est ......cc.ccvvunennen. par .

.

par n.
Donc:a=mng+retb=ng +r, avecq etg’ entierset0<r <.
Alors:a—b=n(g-q).

Comme g — 4" est un entier, on en déduit que a — / est divisible par #.

« Réciproquement : supposons a présent que 4 — b est divisible par #. Il existe k entier tel
que a — b = kn. Soit r le reste de la division euclidienne de / par . On a donc I'égalité :

b =ng +r,avec g entieret 0 <r <n.
Alors:a=b+kn=nqg+r+kn=(g+ky+r,avec0<r<n.

Puisque g + k est un entier, ceci prouve que la division euclidienne de a par # donne pour
quotient 4 + k et pour reste r.

D’ou a et b ont bien méme reste dans la division euclidienne par #.

Exemple : 25 = 14 [11], car 25-14=...... et.....oo... est divisible par 11.



Exercice [B§
Compléter: 12 = ......[10];20 = ...... [8] ; 6 = ...... [7] ; 105 = ...... [26] ;
-15 = ...... [60]; 4xn=..... [1n]; 2xn+3=.... [n] ; n* -3xn+8=..... [1].

Exercice
Démontrer que 214 =25 [9].

S8
E‘ corrigé en vidéo

Soient a, b et ¢ des entiers, et # un entier naturel non nul.
O @ S cooooc [m].

*Sia=b [nlet b=c [n],alors a=...... [n] ; on dit que la relation de

\congruence modulo # est transitive.

J

e Sia et b/ ont méme reste dans la division euclidienne par # et b et ¢ aussi, alors 4 et ¢ ont

méme reste dans la division euclidienne par 7.

Soit # un entier naturel non nul.
Soienta, b, cet d des entierstelsquea =b [n]etc =d [n].

*a+c=...... +reees [m]
°* axcC=...... X veuees [#]
\0 a’= ...... [n], avec p entier naturel.

~

On dit que 'addition, la soustraction et la multiplication sont compatibles avec les
congruences.

e7+11=..... +oon [3] =...... [3] =...... [3]etonaalors 18 =...... [3]
e7xX11=...... Xooinn. [3] =...... [3] =..... [3] etonaalors 77 =...... [3]

Exercice
Compléter le tableau suivant :


https://www.youtube.com/watch?v=wdFNCnSfIgE

a =1[4] =—1[7] =1[10]

b = 2[4] =417] = —5[10]
a+b = [4] =... [7] = ... [10]
a-b = [4] = [7] = - [10]
i =4 | =~ | =0

ab = [4] = [7] = - [10]

a? +4b -6 = - [4] = . [7] = ... [10]

e
ﬁ corrigé en vidéo

Exercice
Montrons que le produit de deux entiers consécutifs est divisible par 2.

Exercice
Déterminons le reste dans la division euclidienne de 5'"*° par 3.

Exercice

Déterminons le chiffre des unités de 2003%% ,

Exercice
Montrer que, pour tout entier naturel », 16*"** +18" est divisible par 17.

Exercice
Déterminer le reste de la division euclidienne de 50" par 7.

Exercice

1) Démontrer, par disjonction de cas, que pour tout entier naturel , 3#° +51 +1 est impair.
2) En déduire que ce nombre n’est jamais divisible par # (1 +1).

Exercice

1) Déterminer le reste de la division euclidienne par 3 de 2", n étant un naturel.
2) En déduire le reste de la division par 3 de 214607,

Exercice
Déterminer les entiers # tels que I'entier N =#n* —3n+6 soit divisible par 5.

Exercice
Déterminer 'ensemble des entiers x tels que 6+ x =5 [3].

S
E corrigé en vidéo

Exercice
Déterminer 'ensemble des entiers x tels que 3x =5 [4].

ﬁ corrigé en vidéo


https://www.youtube.com/watch?v=4RRjMC8_Dio&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=Hb39SqG6nbg
https://www.youtube.com/watch?v=aTn05hp_b7I

Exercice
1) Compléter le tableau ci-dessous :

X 0 1 2 3 4 5 6

reste de 3x
modulo 7

2) Trouver un entier m tel que 3m=1[7].

On dit que ce nombre m est un inverse de 3 modulo 7, car 3xm est congrua 1 modulo 7.

Exercice

On considére I'équation diophantienne (E) : 4x” +3y* =114x2 + 3y2 = 11, ou I'inconnue est
le couple d’entiers (i ; y).

1) Montrer que si (x ; y) est un couple solution, alors 4x* =2 [3].

2) Résoudre I'équation (E).



