REPETITION D’EXPERIENCES INDEPENDANTES,
ECHANTILLONNAGE, LOI DE PROBABILITES
DISCRETES

Objectifs :

o |dentifier des situations ou une variable aléatoire suit une loi de Bernoulli, une loi
binomiale ou une loi géométrique.

e Déterminer des coefficients binomiaux a l'aide du triangle de Pascal.

¢ Dans le cas ou X suit une loi binomiale, calculer a I'aide d’une calculatrice ou d’un
logiciel, les probabilités des événements de type P(X = k) ou P(X <k), etc..

e Calculer explicitement ces probabilités pour une variable aléatoire suivant une loi
géomeétrique.

e Dans le cas ou X suit une loi binomiale, déterminer un intervalle | pour lequel la
probabilité P(X €1) est inférieure a une valeur donnée a, ou supérieure a 1 - a.

¢ Dans le cadre de la résolution de probleme, utiliser I'espérance des lois
précédentes.

o Utiliser en situation la caractérisation d’une loi géométrique par I'absence de
mémoire.

¢ Calculer des probabilités dans des situations faisant intervenir des probabilités
Qditionnelles, des répétitions d’expériences aléatoires. /

1. Loi uniforme discrete

Activité ©
Les élections dans la Venise médiévale et de la renaissance, y compris celle du Doge de
Venise, se faisait souvent par un tirage d’'urne en utilisant des boules de couleur.

Supposons gu’une urne contient 5 boules numérotées de 1 a 5 ; les boules sont
indiscernables au toucher.

Alors P(X =1)=P(X=2)=P(X=3)=P(X=4)=P(X=5)="""

On dit que X suit une loi uniforme discréte de paramétre # sur ’ensemble {1,...,n}

si pour tout entier k de {1,...,.n},on a: P(X =k) .

\_

Reprenons I'activité précédente. Calculer 'espérance, E (X) de la variable aléatoire X.

E(X)=1x£+2x1+3xi+4xi+5xl=1+2+3+4+5=3.
5 5 5 5 5 5
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Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme de paramétre #, alors on a:

E(X):n;1
\_ J
Demaonstration :
E(X)=..... Xauin, F o X e, o X oo o X =(coent e o Fot ) X e
Or 1+2+3+...+n=ﬂ(n2+1) ;dou E(X)=" =

2. Epreuve de Bernoulli — Loi de Bernoulli

Jacques ou Jakob Bernoulli (1654 - 1705) est un mathématicien et
physicien suisse.

Il fut un des premiers a comprendre et a appliquer le calcul
différentiel et intégral, proposé par Leibniz, découvrit les
propriétés des nombres dits depuis nombres de Bernoulli et donna
la solution de problémes regardés jusque-la comme insolubles.
Dans Ars Conjectandi (1713), Jacques Bernoulli considére le
probléme de calcul, connaissant le nombre de cailloux tirés

d'une urne, de la proportion des différents cailloux colorés de
I'urne. Ce probleme est conhu comme le probléme de probabilité
inverse, et a été un sujet de recherche au XVIIIe siécle quia
attiré 'attention de Abraham de Moivre et de Thomas Bayes.

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire ne comportant que deux
issues ; on nomme I’'une de ces issues « succeés », que I’on note S, et I’autre
« échec », que I'on note S. y

comme échec "ne pas obtenir un six".

~

Soit p un nombre réel de [0;1]. On dit que la variable aléatoire X suit une loi de
Bernoulli de parametre p si :

+ X prend pour seules valeurs 1 (« succés ») et 0 (« échec ») ;
\0 P(X=1)=p et P(X=0)=1-p.
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P(X=x,) e e
\
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli de paramétre p
E(X)=p et o(X)=\pr(1-p).
\_ J

V(X)=(1-E(X)) x P(X =2)+ (0-E(X)) x P(X =0)=(1- p)’ x p+ (0 p)’ x(1- p)
=(1-2p+p*)xp+px(l-p)=p-2p*+p° +p* - p> =p-p* =p(1-p)

Par suite, o (X) =W (X)= \/;9(1—;9) :

3. Schéma de Bernoulli

Soit # un entier naturel non nul et p un nombre réel appartenant a I’intervalle
[0 ; 1]. On appelle schéma de Bernoulli d’ordre 1 et de paramétre p toute

expérience aléatoire qui consiste en la répétition de n épreuves de Bernoulli (de
paramétre p) identiques et indépendantes.

J

équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On s’intéresse au nombre d’apparitions du
numéro 6 au terme de ces trois lancers.
1

Cette expérience est un schéma de Bernoulli de parameétres n=3 et p = 5
En effet, on répéte trois fois, de fagcon indépendante, une épreuve de Bernoulli de paramétre

p= % égale a la probabilité d’obtention du chiffre 6 lors d’un lancer du dé.

I EEE———————————————————————————————————
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lancer 1 lancer 2 lancer 3

3
On obtient par exemple : p(S,S,S)=p° = (_j e

On remarque qu’il y a trois chemins conduisant a deux succes, c’est-a-dire aux issues
(S,S,S), (S,S,S) et (S,S,S). Par symétrie, il y a aussi trois chemins menant a deux

échecs, c’est-a-dire aux issues (S,§,§), (§,§,S) et (§,S,§).

On peut ainsi formuler qu'’il y a autant de chemins conduisant a k£ succés qu’a k échecs, ol
k est un entier compris entre 0 et 3.

[ calculer une probabilité a l'aide d'un arbre

4. Coefficients binomiaux et triangle de Pascal

~

Soit # un entier naturel non nul et p un nombre réel appartenant a l’'intervalle
[0;1]. Considérons un schéma de Bernoulli d’ordre # et de paramétre p.

Soit k un entier naturel tel que 0<k<mn.

7]
On appelle coefficient binomial, que I’'on note (k} , le nombre de chemins

conduisant a k succés pour n répétitions sur I’arbre probabiliste représentant le

schéma de Bernoulli.

n
Le nombre (

kJ se lit « k parmi # ».

parmi .
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B coursenvidéo

Soit # et k des entiers naturels tels que 0<k<mn.

G R G B

J

—= n
succes, donc a n échecs. Il n'y en a qu’un seul : (S,S,...,S). Ainsi, on a bien (Oj =1.

. ( ] est le nombre de chemins du schéma de Bernoulli conduisant & »# succés. Il n'y en a
n

qu’un seul : (S,S,...,S). Ainsi, on a bien [n]:l.
n

n . . . . R .
° 1 est le nombre de chemins du schéma de Bernoulli conduisant a 1 succés. llyen an

qui correspondent aux # places possibles pour I'unique succés. Ainsi, on a bien (J =n.

. (kj est le nombre de chemins conduisant a k succes. Il y a alors #— £ échecs. Mais, il y a

autant de chemins qui réalisent £ succes que de chemins qui réalisent £ échecs, c’est-a-dire

. n
n—Fk succes. Or (
n—k

Par conséquent ol
e\ ) -k )

25
Exercice @ : Calculer ( 5 4J sans calculatrice.

(2 )(2)-

(2] corrigé en vidéo

j est le nombre de chemins conduisant & » —£ succes.

N 25
i Pour calculer (24J, on saisit : =COMBIN(25;24)

25 . . N
E Pour calculer (24} , on saisit: 25combinaison24 ou 25nCr24 suivant le modéle

de calculatrice.

C.LAINE 5


https://www.youtube.com/watch?v=e9iZZXwiPZY
https://www.youtube.com/watch?app=desktop&v=mfcBNlUuGaw&feature=youtu.be

: n /] n+1
Pour tous entiers naturels n et k tels que 0<k<n-1: + = ..
k k+1 k+1

. J

Réalisons 7 +1 épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes. Le nombre de chemins

. R R s . (n+l
conduisant a k£ +1 succes pour ces # +1 répétitions est égal a (k J .
+

Parmi ces chemins, il y en a de deux catégories disjointes :

e Ceux qui commencent par un succes : I'arbre représentant les épreuves suivantes (de la
deuxiéme a la derniére) est alors un arbre de # épreuves, ol il reste a choisir £ succés :ily a

n
donc [/J chemins possibles de cette catégorie.

e ceux qui commencent par un échec : I'arbre représentant les épreuves suivantes (de la
deuxiéme a la derniére) est alors un arbre de # épreuves, ou il reste a choisir £ +1 succes :

n
ily adonc [k J chemins possibles de cette catégorie.
+

. L n n .
Ces catégories étant disjointes, on peut conclure que (/ej + [/e J chemins donnent £ +1
+

succes en 7 + 1 répétitions.
Par conséquent ‘ + no [l
e e es1) Tk s)

Blaise Pascal (1623 -1662) est un mathématicien, physicien, inventeur,
philosophe, moraliste et théologien frangais.

Les premiers travaux de Pascal concernent les sciences naturelles et
appliquées. Il contribue de maniére importante a I'étude des fluides. Il a
clarifié les concepts de pression et de vide, en étendant le travail

de Torricelli. Pascal a écrit des textes importants sur la méthode
scientifique.

En 1641, il invente la premiere machine a calculer et aprés trois ans de
développement et 50 prototypes, il la présente a ses contemporains en la
dédiant au chancelier Séqguier. Dénommée machine d'arithmétique, puis
roue pascaline et enfin pascaline, il en construisit une vingtaine
d'exemplaires dans la décennie suivante.

Mathématicien de premier ordre, il crée deux nouveaux champs de
recherche majeurs : tout d'abord il publie un traité de géométrie
projective a seize ans ; ensuite il développe en 1654 une méthode de
résolution du « probléme des partis » qui, donnant naissance au cours

du xvIII® siecle au calcul des probabilités, influencera fortement

les théories économiques modernes et les sciences sociales.

Source : wikipédia
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4
Exercice ® : Calculer ( ZJ sans calculatrice.

B Y.

] corrigé en vidéo

Le tableau qui suit se compléte de proche en proche comme combinaisons répondant a la
formule de Pascal.

Le triangle de Pascal est utilisé pour déterminer rapidement les coefficients binomiaux.

k -
n ] 1 2 3 4 5
0 1
1 1 1

10| 5 1

o
—
o

1 1
La ligne 2 contient (0] =1et (1] =1.

k+1) (k+1
nombres sur les lignes suivantes.

n n n+1
En appliquant la propriété [kj +[ ] —( j , On obtient de proche en proche les

2) 1
la ligne 3 et ainsi de suite de proche en proche.

4 3 3
Ainsi, on a; (2] =( j+[ j ; d’ou on obtient le 6 de la ligne 4 en ajoutant deux nombres de

Cet algorithme de calcul est présent en Chine au XIV® siecle,
mais Pascal a systématisé son étude et montré toutes ses
ressources.

-
X Fil Jr 114 ’f ‘/( ’er o
DXPAF A e
DXV A | Rwpntiés e tableau est appelé triangle de Pascal en hommage a ce
LD '; - dernier qui écrivit en 1654 son "traité du triangle arithmétique"
LA - Conesle A dans lequel il expose d'innombrables applications du triangle
VA7 244 f déja connu de Tartaglia (1556), Stifel (1543) et des Chinois
RV A P (1303).
:
cLI_ =

Le triangle de Pascal vu sur le site de Thérése Eveillau
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Exemple de programmation du triangle de Pascal en langage python :

def trianglePascal(n):

L=[1]

L=L+[@ for k in range(n)]

t=[L]

for k in range(1,n+1):
L=[1]
for 1 in range (1,k+1):

L.append(t [k-1][1]+t [k-1][1-1])
L=L+[@ for 1 in range(k,n)]
t=t+[L]
return t

(2] autre programme en vidéo

5. Loi binomiale

~

Soit # un entier naturel non nul et p un nombre réel appartenant a I'intervalle
[0;1]. Considérons un schéma de Bernoulli d’ordre # et de paramétre p.
Soit k un entier naturel tel que 0<k<mn.

On note X la variable aléatoire qui compte le nombre total de succeés.
La loi de probabilité de la variable aléatoire X est appelée loi binomiale de

\paramétres netp.Onlanote B(n;p). j

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre d’apparitions du numéro 6 au terme de ces

. . - . R 1
trois lancers. Alors X suit la loi binomiale de paramétres 99(3 ; Ej'

= Méthode pour calculer une probabilité avec une loi binomiale a I'aide de la
calculatrice T.I.

(2] méthode en vidéo

Exercice ® : On lance 7 fois de suite un dé a 6 faces.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois que le dé affiche un nombre supérieur ou
égal a 3.

a) Quelle est la loi suivie par X ?

b) Calculer la probabilité P (X =5).

c) Calculer la probabilité P(X <5).

d) Calculer la probabilité¢ P(X >3).

|
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~

Soit # un entier naturel non nul et p un nombre réel appartenant a I'intervalle
[0;1]. Si X suit une loi binomiale de paramétres .%(n ; p) , alors pour tout entier k

tel que 0 <k <mn, laprobabilité que X soit égale a k est :

P(X=k)=(Z]Pk(1—P)"'k -

. J

en faisant le produit des probabilités des # issues de chaque épreuve de Bernoulli, on obtient
k facteurs égaux a p (ce sont les k succes) et n—k facteurs égaux a 1-p (les n—Fk

échecs). Leur probabilité est donc égale a p* (1- ;7)” .

De plus, ily a [ZJ chemins menant & k succes. Par conséquent, p(X =k)= (ZJ rr(1- p)”’k

3 2 3-2
lancers est égale & p(X =2)= [2}(%) [1— é] =3x %x g = %

Exercice @ : Une urne contient 5 boules gagnantes et 7 boules perdantes. Une expérience
consiste a tirer au hasard 4 fois de suite une boule et de la remettre.
On appelle X la variable aléatoire qui associe le nombre de tirages gagnants.

1) Prouver que X suit une loi binomiale.
2) Déterminer la loi de probabilité de X.
3) Calculer la probabilité d'obtenir 3 boules gagnantes.

(5] corrigé en vidéo

Soit # un entier naturel non nul et p un nombre réel appartenant a l’'intervalle
[0;1]. Si X suit une loi binomiale de paramétres #(# ; p), alors E(X)=np et

o(X)=Jnp(1-p).
1\ J

5

1 1 15 5
E(X)=np 3xs =3 LV (X)=np(1-p) Bxoxg =1, e o (X) (X) ”12 :

En effet, chaque épreuve de Bernoulli a une espérance de succes égale a p donc, en la
répétant # fois, on peut espérer obtenir en moyenne #nxp succes.
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Méthode pour calculer I’espérance mathématique d’une loi binomiale

(5] méthode en vidéo

Méthode pour calculer I’espérance mathématique d’une loi binomiale

ﬁ méthode en vidéo

Exercice © : Une entreprise produit des stylos. La probabilité qu’un stylo présente un défaut
est égale a 0,1. On préleve dans cette production, successivement et avec remise, 8 stylos.

1) Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de stylos présentant un défaut.
Quelle est la loi suivie par X ?
2) Calculer la probabilité des événements suivants (arrondir les résultats au milliéme) :
a) A : « Iy a exactement deux stylos avec un défaut »
b) B : « Il y a au moins un stylo avec un défaut ».
3) Quel nombre de stylos présentant en moyenne un défaut, I'entreprise peut-elle espérer
obtenir ?

6. Loi géeomeétrique

~

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parameétre p
lorsqu’elle donne le nombre d’expériences de Bernoulli de parametre p répétées
indépendamment nécessaires pour obtenir un premier succes.

On la note G(p).

J

Voici une représentation pour X =4 :

Soit X la variable aléatoire qui suit la loi géométrique de paramétre p.
Pour tout entier naturel k non nul, la loi de probabilité de X

est: P(X:k):p(1fp)k_1.

\_ J

considére comme succes.
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Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre d’essais nécessaires jusqu’au premier
succes.
La probabilité d’obtenir pour la premiére fois « pile » au troisieme lancer est égale a :

3-1
ric-a-3o(3] 3e2-E

i )

Soit  un nombre réel appartenant a l'intervalle [0;1] Si X suit une loi géométrique

de paramétre p, alors E(X)= 1

\_ g Y,

Exercice @ : Le « 4 » est un jeu qui se joue avec un dé. Dans la régle, il est écrit qu'on peut
jouer continuellement en langant le dé mais dés 'obtention d’'un « 4 », le joueur n’a plus le
droit de relancer le dé.

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de lancers de dés nécessaires jusqu’a
I'obtention d’'un « 4 ».

1) Calculer P(X=3), P(X<3) et P(X<8).

2) Calculer E(X) Interpréter ce résultat.

3) A l'aide du tableur, représenter graphiquement les probabilités P(X = k) pour £ compris
entre 1 et 20.

(5] corrigé en vidéo

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de parameétre p, alors
pour tous entiers naturels m et # non nuls,ona: Py, (X>m+n)=P(X >n)

. J

Exercice @ : On considére que la probabilité qu'un couple donne naissance a un enfant
gaucher est égale a 12 %.

Sachant qu’un couple a déja un enfant droitier, quelle est la probabilité d’avoir un enfant
gaucher a partir du 4° enfant ?

B corrigé en vidéo
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