FONCTIONS DERIVEES

Objectifs :

e A partir de la définition, calculer la fonction dérivée de la fonction carré, de
la fonction inverse.

¢ Dans des cas simples, calculer une fonction dérivée en utilisant les
propriétés des opérations sur les fonctions dérivables.

1. Fonctions dérivées

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=x*. La fonction f est-elle dérivable pour tout
réela ?

Soit 2 un réel. Pour / différent de 0, on a :
fath)-f(a) (a+h) -a? et reeeeeeneeneeees

= = = = ieees + o .

i i h /
f(””h)_f(”’)}lim( .................... )= .

D’ou /L@o{ p

Donc, pour tout réel 4, la fonction f est dérivable ena, et f'(a)=.......

On a donc défini sur R une fonction, notée f' dont 'expression est f'(x)=.......
Cette fonction s'appelle la fonction dérivée de f.

(2] démonstration en vidéo

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
La fonction, qui a tout réel ¥ de I, associe le nombre dérivé f’(x) , S’appelle

fonction dérivée de f. On la note f'.

\_ | Y,

fonction dérivée f' est définie.

On note ¥, 'ensemble de définition de la fonction f et &, 'ensemble de définition de la
fonction dérivée de f'.
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https://youtu.be/lsJoyFWOlI8

Fonction f 9D, Fonction f' 9D,
f =
(x)=Fk R R
k étant un réel
f(x)=mx+p R s
m et p étant des réels
f(x)=a" R R
f(x)=x", neN R R
1 * *
f(x)= " R R
f(x)=x [0 ;400 10 540
f(x)=|«| R ]—o0 ;0[ L]0 5+
Démonstrations :
f h)- f _
a) Soit a un réel. Pour / différent de 0, on a : (a+ 2 (a) = k p £ =0.
D'ou Iim[ flach)-f (ﬂ)} lim (0)=0.
h—0 h h—0

Donc la fonction f est dérivable en tout réel a, et f'(4)=0.

f h) - f h) -
b) Soit 2 un réel. Pour / différent de 0, on a : (a+ ) (a):m(a+ ) ma:Mh:m

h h h
D'od Iim( f(a+h)-f (a)j:
h—0 h

Donc la fonction f est dérivable en tout réel a, et f'(a)=m .

lim (m)=m.

c) Déja démontrée au début du paragraphe
d) On I'admettra.

e) Soit 2 un réel différent de 0. Pour / différent de 0, on a :

1
f(a+h)_f(a)=a+h_2= ................ e T _

h h b s e,
Dot Lim)[f(“hz_f(“)]:/lm( ................ T

Donc la fonction f est dérivable en tout réel 2 non nul, et f’(a) S .

(2] démonstration en vidéo

f) Soit 4 un réel strictement positif. Pour / différent de 0, on a :

f(a+h)—f(a):m_\/zz(m—\/z)(\/er\/Z) A+ h—a 1

h h h(m+\/2) _h(\/m+\/2) Ja+h+a
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https://youtu.be/BUx15mF75E4

Dou fim| A=Ay t 1
h=0 h 0 Jarh+da 2da’
1

Donc la fonction f est dérivable en tout réel a strictement positif, et f'(a)= ek

(5] démonstration « la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0 » en vidéo

2. Fonctions dérivées et opérations

Soit u# une fonction définies et dérivable sur un intervalle I de IR. Soit k un réel.

Alors la fonction ku est dérivable sur I et (ku)’ =kxu'.

. J

(/eu)(a+h2—(ku)(a) _ ku (a+ hz—ku(a) _b u(a+h2—u(a) |
”m((/eu)(a+h)—(/eu)(a)J:Lm[ku(a+h)—u(a)J:kx ”m(u(a+h2—u(a)J:kxu,(a)

h—0 h h h—0

Donc la fonction ku est dérivable en tout réel a de I, et (/eu)' (a)=kx u’(a).

2

f =3u ol u(x)=x?. uestdérivables sur R, donc f est dérivable sur R.

Alors f'=3u’ ol u'(x)=2x, et pour tout réel x, f'(x)=3x2x=6x.

Soient u# et v deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I de IR.

Alors lafonction u+ v est dérivable sur I et (u+v)' = e )

. J

(u+v)(a+h)-(u+v)(a) u(a+h)+v(a+h)-u(a)-v(a) _ (u(a+h)-u(a))-(v(a+h)-v(a))
h h h
((u+v)(a+h)—(u +v)(a)} (u(a+h2—u(a) V(a+h)_v(ﬂ)}=u'(a)+v'(a).

D’ou lim =|im
h—0

I - I

Il
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N
~
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~

Donc la fonction u+v est dérivable en tout réel a de I, et (u +v)' (a)

g=u-+v ou u(x):x3 etv(x):xz.

u et v sont dérivables sur R, donc g est dérivable sur R.
_________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
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https://youtu.be/ltv8xakRoNA

Alors g'=u’+V' oll u'(x)=3x" etv(x)=2x, et pour tout réel x,
9'(x)=3x" +2x =x(3x+2).

Exercice @
Soit f la fonction définie sur ]0 ;+ o[ par f(x)=3x"-2x .

Déterminer f'(x).

(2] corrigé en vidéo

Soient u et v deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I de IR.

Alors la fonction uxv est dérivable sur I et (ux v)' S e, :

\_

(w)(a+h)—(u)(a) u(a+h)v(a+h)-u(a)v(a) .

h a h
_u(a+h)-u(a) V(A+H)=V(A) e
Or.Txv(a+h)+#xu(a)= p
D'ou Lir%((uv)(“hlz_(uv)(“)]: .......................................................... .

Donc la fonction uv est dérivable en tout réel 2 de I, et

(uv)' (@)= .

(2] démonstration en vidéo

dérivée de la fonction f.
f=uvol u(x)=xetv(x)=+x.
{u est dérivable sur [0 ;+oof

_ , donc f est dérivable sur ]0 ;+oo .
v est dérivable sur ]0 ;+oo

Alors f'=uv+uv' avec U'(x)=1etV'(x) :%, et pour tout réel x de ]0 ;+oo[ ,
X

f’(x)=1x\/;+xx2\]/';=\/;+g=g\/;_

Exercice &
Soit f la fonction définie sur R par f (x)=(x +1)(3 —~ 2x2) .

Déterminer f’(x).

(2] corrigé en vidéo
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https://www.youtube.com/watch?v=ehHoLK98Ht0
https://youtu.be/4f8Kdxh4MBY
https://www.youtube.com/watch?v=OMsZNNIIdrw

Soit v une fonction définie et dérivable sur un intervalle I de IR.

Alors la fonction 1 est dérivable sur I et (1] = _v_z.
v Vv

- J

(jJ(a+h)_($J(a):v(alJrh)_\/(loz):v(a)—v(a+h):_ 1 Xv(oz+h)—v(a)
h h hv(a+h)v(a) v(a+h)v(a) h
“a+h)- 1 a
Dou Ll_rg ( )( hh [Vj( | _v(a)iv(a)XV,(ﬂ)

Exemple : Soit h la fonction définie sur 10 . + o[ par h(x) = IT
X

h =% ol v(x)= Jx . Comme v est dérivable sur ]0 ;+00[ , alors h est dérivable sur ]0 ;+oo .
1
LAY V, ’ l 4 ! 2\/; 1
Dot h'=-—avec v =——, et pour tout réel x de [0 ;+oo|, h'(x)=- =— )
L avec v(x)= et e il M) -
Exercice ©

Soit f la fonction définie sur IR par f (x)=——— . Déterminer f'(x).

3x"+1

B corrigé en vidéo

Soit v une fonction définie et dérivable sur un intervalle I de IR.

r
1 - u) uwxv—uxy'
Alors lafonction — est dérivablesurIet | — | =—————
v v v

\_ J

Démonstration : Soit 2 un élément de I. Pour / différent de 0, on a: Youx }.
v v

! !
. .~ (U , 1 1 , 1 4 u'xv-uxv'
Dol:|—| =u'x=+Ux|=| =U'X=+UX|~— |=———.
v v v v v v

I EEE———————————————————————————————————
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https://www.youtube.com/watch?v=jOuC7aq3YkM

3x -2

m(x) = 4x +1°

mz% ol u(x)=3x—-2etv(x)=4x+1.

m est dérivable sur I, et pour tout réel x de |,

Alors m’ =u’v;2uv' avec u'(x)=3etv’(x)=4, et pour tout réel x de I,
Vv
, 3(4x+1)-4(3x-2) 12x+3-12x+8 11
m (x) = 2 = 2 = 2
(4x +1) (4x+1) (4x+1)
Exercice ©®

x2
a7 Déterminer f’(x).

Soit f la fonction définie sur R —{-2} par f (x)= ;_

(2] corrigé en vidéo

e Toute fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition.

3. Dérivée de la fonction x> f(ax+b)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

dérivable sur I et pour tout réel xde I: g'(x)=ax f'(ax +b).

Pour tout réel x, tel que ax + b appartienne a I, lafonctiong:x— f(ax+b) est

J

f (x) existe si 3x+6>0, c'est-a-dire si x>-2 ; ainsi D, =[-2; +oo.

Pour tout réel x de D,, on peut écrire f (x)=g(3x+6) olig estlafonction racine carrée

X - X . Lafonction g est dérivable sur 05 +oo[ , etpourtout X >0, g9'(X)

OnaX >0 lorsque x>-2.

Par conséquent, f est dérivable sur D, =]-2; +oo[ et pour tout x>-2, f'(x)=

Exercice ©

4
Soit f la fonction définie sur ]R—{g} par f(x) =5L4. Déterminer f'(x).

B corrigé en vidéo
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https://www.youtube.com/watch?v=-MfEczGz_6Y
https://www.youtube.com/watch?v=30vvtuxSDDA&feature=youtu.be

